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Realized　Volatility

サーベイと日本の株式市場への応用＊

渡　部　敏　明

　資産価格の高頻度データが利用可能になるにつれ，日中リターンの2乗を足し合わせたRealized
Volatility（RV）がボラティリティの精度の高い推定量として注目を集めるようになってきている．

本稿は，こうしたRVに関する研究についてサーベイを行ったものである．　RVの変動を表す時系列
モデルにはARFIMA（X）モデル，　HARモデル，　UCモデルなどが提案されており，本稿ではそうし

たモデルについても解説を行っている．また，日経225株価指数の日次RVを計算し，それにそうし
た時系列モデルを当てはめた場合と，従来のように，日次リターンにARCH型モデルを当てはめた
場合とで，ボラティリティの予測精度の比較を行っている．さらに，最近のRVの研究はさまざまな
方向に発展が見られるので，そうした新たな発展についてもサーベイを行い，今後の研究課題を探っ
ている．

1．はじめに

　資産価格変化率（以後，リターンと呼ぶ）の分

散もしくは標準偏差を表すボラティリティは，

オプション価格やValue－at－Risk（VaR）を決定

する重要な要因であるため，ファイナンスの理

論，実務両方で重要な変数である．しかし，ボ

ラティリティは真の値を観測することができな

いため，リターンのデータから何らかの方法で

推定する必要がある．古くは，ボラティリティ

をある期間一定であると仮定することにより，

その間のリターンの標本分散もしくは標準偏差

として推定していた．

　その後，ボラティリティは日々確率的に変動

するという考えが主流になり，ボラティリティ

の変動を明示的に定式化する時系列モデルであ

るボラティリティ変動モデルが提案され，ボラ

ティリティの推定にそうしたモデルが用いられ，

るようになった．ボラティリティ変動モデルの

代表的なものに，Engle（1982）のARCH
（Autoregressive　Conditional　Heteroskedas－

ticity）モデル，　Bollerslev（1986）のGARCH

（Generalized　ARCH）モデル，およびそれらを

拡張したモデルがある（本稿ではそうしたモデ

ルを総称してARCH型モデルと呼ぶ）．また，

確率的ボラティリティ変動（Stochastic　Vola－

tility）モデルと呼ばれる別のモデルもある1）．

このようにボラティリティ変動モデルには数多

くのモデルがあり，どのモデルを用いるかによ

ってボラティリティの推定値が異なる．

　そこで，近年，モデルに依存しないボラティリ

ティの推定量としてRealized　Volatility（RV）

に注目が集まっている．これは日中リターンの

2乗を足し合わせたもので，資産価格の高頻度

データが利用可能になったことにより，盛んに

研究が行われるようになった．本稿は，こうし

たRVに関するこれまでの研究についてサー

ベイを行ったものである．

　RVの計算にはモデルは必要ないが，それを

用いて例えば将来のボラティリティの予測を行

う場合には，RVの変動を表す時系列モデルが

必要になる．ボラティリティは一度上昇（下落）

するとしぼらくボラティリティの高い（低い）期

間が続くことが知られており，こうした現象は

ボラティリティ・クラスタリングと呼ばれ，あ

らゆる資産市場で観測される．特にRVに関

しては長期記憶過程に従うという結果が数多く

得られており，そこでその変動を表すモデルと

してよく用いられるのはARFIMA（Autore－

gressive　Fractionally　Integrated　Moving
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Average）モデルである．それ以外に，　Corsi

（2004）がHAR（Heterogeneous　Interval

Autoregressive）モデル，　Barndorff－Nielsen

and　Shephard（2001，　2002b）がUC（Un－

observed　Components）モデルを提案している．

また，株式市場では株価が上がった日の翌日よ

りも株価が下がった日の翌日の方がボラティリ

ティがより上昇する傾向があることが知られて

おり，Giot　and　Laurent（2004），渡部・佐々木

（2006），Watanabe　and　Yamaguchi（2007）で

は，こうしたボラティリティ変動の非対称性を

考慮してARFIMAモデルを拡張したAR－
FIMAXモデルを用いている．本稿では，こう

したRVの変動を表すモデルについても解説

を行っている．また，実際に日経225株価指数

のRVを計算し，それにそうした時系列モデル

を当てはめた場合と，従来のように，日次リタ

ーンにARCH型モデルを当てはめた場合とで，

ボラティリティの予測精度の比較を行っている．

　さらに，最近のRVの研究はさまざまな方向

に発展が見られるので，そうした新たな発展に

ついてもサーベイを行い，今後の研究課題を探

っている．

　本稿の構成は以下の通りである．まず，次の

第2節で，RVについて解説を行う．続く第3

節で，RVの変動を表す時系列モデルについて

解説する．第4節では，RVのモデルとの比較

のために用いるARCH型モデルについて解説

する．第5節で，日経225株価指数の日次RV

を計算し，各モデルの推定およびボラティリテ

ィの予測を行う．第6節では，RVに関するよ

り進んだ研究についてサーベイを行い，第7節

でRVの研究の今後の課題を探る．

2．Realized　Volatility

2．1　1ntegrated　VolatilityとRealized　Vo1・

　　atility

　まず最初に，資産価格の連続時間モデルを用

いてボラティリティの定義を行う．資産価格の

対数値ρ（∫）が拡散過程（diffusion　process）

　　　の（s）一μ（s）爵＋σ（s）4ワ7（s）　（1）

に従っているものとする．ここで，罪（s）はウ
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イナー過程である．また，μ（s），σ2（s）はそれ

ぞれ瞬時的なドリフト，ボラティリティと呼ば

れる．ファイナンス理論では，σ（∫）をボラテ

ィリティと呼ぶことが多いが，本稿ではσ2（s）

をボラティリティと呼ぶことにする．

　このとき，第’一1日の最終時点を’一1，第’

日の最終時点を’とすると，第’日の真の日次

ボラティリティは，

　　　　　　・多一∫llゲ（・）爵　（・）

と定義され，これは瞬間的なボラティリティ
σ2 i∫）を積分したものなので，Integrated　Vol－

atilityとも呼ばれる．真のボラティリティは

観測できないので，その値が必要な場合には，

リターンのデータから推定しなければならない．

真のボラティリティの精度の高い推定量として，

近年，注目を集めているのが，Realized　Vola－

tility（RV）である．

　いま，第’日の日中のπ個のリターン・デー

タ骸一、＋、〆。，7，一、＋21。，…，r‘｝が与えられている

ものとする．このとき，それらを2記して足し

合わせた

　　　　　　　　　　れ　　　　　　π砺＝Σγ多一1＋ぎ！。　　　　（3）

　　　　　　　　　ど＝1

を第’日のRVという．（3）式で定義される

尺呂は，π→。○とすると，（2）式で定義される

真のボラティリティσ多に確率収束するので，π

が十分大きいなら，R玩はσ9の精度の高い推

定量となる．

2．2Realized　Volatilityの計算上の問題点

2．L1マイクロストラクチャー・ノイズ

　しかし，実際の高頻度データを用いてRVを

計算する際には，いくつかの間題が生じる．ま

ず，高頻度の資産価格はマイクロストラクチャ

ー・ノイズを含むことである．マイクロストラ

クチャー・ノイズとは市場のミクロ構造に起因

するノイズのことで，代表的なものにbid－ask

bounceがある．これは，取引はbidで成立し

たりaskで成立するために，取引価格が真の価

格から乖離し，リターンに負の自己相関が生じ

るというものである（詳しくは，Campbe11，　Lo
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and　MacKinlay　1997のChapter　3を参照）．

いま，観測される対数価格をρ（∫），（1）式に従

う真の対数価格をヵ（s），マイクロストラクチ

ャー・ノイズをη（ε）とし，

　ρ（s）　＝1）（s）十η（s），η（s）～1贋〉（0，σ弓）（4）

であるとする．ここで，簡単化のため，マイク

ロストラクチャー・ノイズη（s）は平均0，分

散砺のホワイトノイズであり，（1）式のゴ罪

（s）と無相関であるものとする2）．

　このとき，（4）式を’一△から’までのリター

ンに直し，分散を計算すると以下のように表せ

る．

　翫7（ρ（の一力（’一△））＝悔γ（ρ（の

　　一ρ（’一△））一ト厩z7（η（’）一η（’一△））．　（5）

ここで，（1）式より，右辺の第1項は，

　　剛ρ（’）一1）（’一△））イ。♂（・）ゐ（6）

となり，これは，時間間隔△を小さくすると，

0に近づいていく．それに対して，（5）式の右辺

第2項は，

　　　　厩zγ（η（の一η（’一△））＝2σ霧　　　　（7）

となり，△に依存せず，一定である．

　したがって，△を小さくすると，真のリター

ンの分散に比べてマイクロストラクチャー・ノ

イズの分散が相対的に大きくなってしまう．そ

こで，もしマイクロストラクチャー・ノイズが

なければ，RVの計算には可能な限り時間間隔

の短い日中リターンを用いるのが望ましいが，

マイクロストラクチャー・ノイズがある場合に

は，時間間隔を短くするとRVに占めるマイク

ロストラクチャー・ノイズのウエイトが大きく

なってしまうため，ティックデータ（値がつく

たびのデータ）があったとしても，例えば5分

ごとのリターンを用いることが多い．

　また，マイクロストラクチャー・ノイズを軽

減する方法として，異なる時間間隔を用いて複

数のRVを計算し組み合わせる方法（Zhang，

Mykland　and　Ait－Sahalia　2005，　Zhang　2006），

カーネル推定量（Barndorff－Nielsen，　Hansen，

Lunde　and　Shephard　2006）などが提案されて

いる．さらに，マイクロストラクチャー・ノイ

ズを考慮した最適な時間間隔△の選択方法も

研　　究

提案され，ている（Alt－Sahalia，　Mykland　and

Zhang　2005，　Bandi　and　Russell　2006）3）．

2．2．2夜間や昼休みのリターンの取り扱い

　もう一つの問題は，夜間や昼休みなど取引が

ない時間のリターンの取り扱いである．第掴

のボラティリティを’一1日の終値から’日の

終値までのボラティリティと定義すると，’一1

日の終値から’日の始値までの間も考慮に入れ

なければならないが，その間は取引がないので，

短い時間間隔のリターンを計算することができ

ない．また，日本の株式市場では昼休みがある

ので，その間も同様である．夜間や昼休みのリ

ターンの2乗は時間間隔が長いので，そのまま

2乗して加えると，その間の（1）式の4W2（s）

が消えずに残ってしまう．

　そこで，Hansen　and　Lunde（2005a）は，以下

のように最初に昼休みと夜間を除いて計算した

RV（以下，これをR砕。）と表す）に日次リター

ンの標本分散とR四（o）の標本平均の比を掛け

るという方法を提案している．

　　R二一・麗・一Σ鍛誘）2（・）

ここで，Rは日次リターンの標本平均を表す．

この方法を用いると，RVの標本平均と日次リ

ターンの標本分散が等しくなる．厳密に言うと，

6は’一1営業日と’営業日の間の休みの日数

に応じて調整すべきであるが，Hansen　and

Lunde（2005a）は一定と仮定しており，簡単化

のため，本稿でも以下それに従う4）．

　他に，R玩をR囚。），夜間のリターンの2

乗，昼休みがある場合は昼休みのリターンの2

乗の加重平均とし，最適なウエイトを求めると

いう方法も提案されている（Hansen　and
Lunde　2005b）．

3．Realized　Volatilityの変動の定式化

3．1ボラティリティの長期記憶性とAR・

　　FIMAモデル
　RVの変動の特徴としてよく知られているの

は，長期記憶（long－memory）過程に従っている

ということである（Andersen，　Bollerslev，

Diebold　and　Ebens　2001，　Andersen，　Bollers一
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lev，　Diebold　and　Labys　2003）．ある変数のん

次の自己相関係数をρ（ん）とすると，

　　　　　　　　の　　　　　　　　Σ1ρ（々）k・○　　　　　（9）
　　　　　　　　海＝1

となるとき，この変数は短期記憶（short　mem－

ory）過程に従うといい，

　　　　　　　　　　　　　　　　Σ1ρ（々）1＝o・　　　　（10）
　　　　　　　ん＝1

となるとき，この変数は長期記憶（long　mem－

ory）過程に従うという．

　長期記憶過程を表すモデノレとしてよく用いら

れるのは，ARFIMA（Autogregressive
Fractionally　Integrated　Moving　Average）モ

デルである5）．ARFIMA（ヵ，4，のモデルは以

下のように表される．

　　Φ（L）（1－L）d（随一μ）＝⑧（五）z趣，

　　　z4‘～Hη〉（0，σ菱）．　　　　　　　　　　　　　　　（11）

ここで，1切V（0，σ2）は平均0，分散σ2のホワイ

トノイズを表す．また，五はラグオペレータを

表し，ガ〃‘＝〃ご一痘＝0，1，…）である．Φ（L），

⑨（五）はそれぞれ以下のようなラグ多項式を表

す．

　　　　Φ（L）＝1一φlL一…一φρ五ρ，

　　　　⑧（L）　＝1一θlL一一・一θqLq．

ただし，Φ（L）＝0，⑤（五）＝0の根の絶対値はす

べて1より大きいものと仮定する．

　ここで，最も重要なパラメータは4である．

4＝0とすると，（11）式は，

　　　　　Φ（五）（〃亡一μ）ニ⑤（五）％ピ　　　　（12）

となり，これは定常なARMA⑦，のモデルで

ある．また，4＝1とすると，（11）式は，

　　　Φ（五）（1一五）（〃ご一μ）＝⑧（五）z4ご　　（13）

となり，これは単位根を持ち非定常なARIMA

（ρ，1，のモデルである．

　ARFIMAモデノレでは，4の値として，0と1

だけでなく，その間のすべての実数値を取り得

るものとする6）．ゴ＞0であれ，ば，勉は長期記憶

過程に従う．また，齢はげく0．5であれば定常

であり，4≧0．5であれ，ぱ非定常である7）．

　（11）式の（1－L）dは五＝0でテーラー展開

すると次のように表すことができる．
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（1一五）d

　　－1＋澤（4－1）’説4一々＋1）（一L）・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

　先行研究では，齢にR罵そのもの，R脇の

平方根傭，R罵の対数値ln（Ry｝）を用い

ているものがそれぞれあるが，本稿の以下の分

析では擁＝1n（Rレ∂として分析を行っている．

〃Fln（Rレ1）としたARFIMAモデルを，以下，

lnRV－ARFIMAモデルと呼ぶ．また，　ARFIMA

モデルの推定法には，最尤法（Sowell　1992），近

似最尤法（Beran　1995），2段階推定法（Geweke

and　Porter－Hudak　1983，　Janacek　1982）など

があるが，以下では近似最尤法を用いている8）．

次数ρ，σはSICによって選択を行っている．

3．2　HARモデル

　Corsi（2004）は，　RVの変動を表すモデルとし

て，より簡単なHAR（Heterogeneous　Interval

Autoregressive）モデルを提案している．この

モデルでは，市場には短期の投資を行っている

投資家や長期の投資を行っている投資家など，

異なる期間で投資を行っている投資家がいるの

で，ボラティリティは過去の期間の異なるボラ

ティリティに依存すると考える．Corsi（2004）

は，具体的には，過去の日次，週次，月次のボ

ラティリティに依存するものと仮定した次のよ

うなRV－HAR（3）モデルを提案した．

　1ヒレ㌃一β。＋βlRyl＿1＋β2」2必望～＋β3R砂鯉

　　　　十〃f，〃‘～卿〉（0，σ影）．　　　　　　　　　　（15）

ここで，R呂，　R防．1は，これまで同様，第’

日，第’一1日の日次RVを表す．また，

R巧習，R二二はそれぞれ第’一1日の二次，月

次RVを表し，以下のように定義する．

R噌一÷尊邸訳噌一晶R聾一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

　このモデルは長期記憶モデルではないが，次

数20と長い次数のARモデルになっている．

こうした長い次数をβ。，β、，β2という少ないパ

ラメータで表現しているのがHARモデルの特

徴である．また，パラメータβ。，β1，β2は最小
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2乗法で，σ碁は残差分散として簡単に推定でき

る．

　Corsi（2004）はスイスフランの対ドルレート

を用いて，このモデルによるボラティリティの

予測精度が高いことを示している．このモデル

を用いているものは，他に，Andersen，　Bollers－

lev　and　Diebold（2003），　Corsi，　Kretschmer，

Mittnik　and　Pigorsch（2005），　Liu　and　Maheu

（2006），Watanabe　and　Yamaguchi（2007）など

がある．

　本稿の以下の分析では，ARFIMAモデル同

様，RVそのものではなく，　RVの対数値を定

式化する．

ln（1ヒτ4）＝β0＋β、　ln（1eyl＿1）＋β21n（1e砕響）

＋β31n（Rγ警～）＋び診，　z／f～珊V（0，σ霧）．　　（17）

このモデルを，以下，lnRV－HAR（3）モデルと

呼ぶ．

3．3　UCモデル

　以上のモデルは，日次RVを直接モデル化す

るものであったが，Barndorff－Nielsen　and

Shephard（2001，2002b），　Barndorff－Nielsen，

Nielsen，　Shephard　and　Ysusi（2004）らが提案

したUC（Unobserved　Components）モデルで

は，連続時間モデルからスタートし，そこから

日次RVの時系列モデルを導出している．彼

らは，まず，瞬時的なボラティリティσ2（∫）が

ノ個のファクター〆（ノ＝1，…，1）の和として以

下のように表されるものと仮定する．

　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　σ2（s）＝Στ’（s）．　　　（18）

　　　　　　　　　　ゴ＝1

次に，各ファクターτ’（s）の連続時間モデルに

は，自己相関係数がρ（る・（∫），る（s’））＝exp

（一小一s／）となるように，互いに独立な非ガ

ウスOU（Ornstein・Uhlenbeck）過程または

CEV（Constant　Elasticity　of　Variance）過程を

想定している．前者は，

　　　orτ’（s）　＝　一λゴτゴ（s）ゐ一ト偽・（λゴs）　　　（19）

と表される．ここで，為（∫）は増分が非負のレ

ヴィ過程である．後者は，

ごノ〆（s）＝一λゴ（z・ゴ（ε）一ξ）爵＋z〃τ（ε）η’1248ゴ（∫），

　　　　η」∈　［1，2］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）
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と表される．ここで，島（8）はウイナー過程で

ある．（19）式の偽・（λゴ∫）と（20）式の48」（s）は

いずれも（1）式の4W（s）と独立であると仮定

する．

　さらに，彼らは，各ファクターτゴ（s）の無条

件の期待値と分散をそれぞれ，以下のように，

ボラティリティσ2（ε）の無条件の平均と分散の

勘倍（Σ∫。lz〃5＝1）であると仮定する．

　　E（τゴ（s））一z砺ξ，硫zγ（τ’（s））；zoゴz〃2，

　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　勧＞0，Σz〃∫＝1．　　　（21）
　　　　　　　　　　　ゴ＝1

ここで，ξ＝E（σ2（∫）），Z〃2＝レa7（σ2（S））であ

る．

　そうすると，ファクターノの日次の値

　　　　　　　τど一ノ∫．1、τ’（s）爵

は以下のようにARMA（1，1）モデルとして表

すことができる（Meddahi　2003参照）．

　τ～＝zo，ξ＋φブ（τ～＿1一ωゴξ）＋ηぎ＋6るηぎ＿、，

　　ηぎ～レレ7＞『（0，（ガ）．

ここで，

　　φゴ＝exp（一ん），

　　梅・（τメ）一璽（φ　・＋ん）

C…（・四一，（島≡≠旱1，），

　　　　　　Co77（τ～τ～一1）一φゴ
　　ρ’「＋φ多一2φ、C。・・（τメ，τ～＿1）・

　　1一π＝無
傷＝
　　　　2ρ，　　’

（22）

諺一1＋φ多一2 ｿγ（τ回向・（だ）

　また，対数価格が（1）式に従うなら，第’日の

日次RVはその日の真のボラティリティσ曇（ニ

Σ釦τ～）に，RVの計算に用いる日中リターン

の時間間隔が0でないことによる誤差（以下，

離散化誤差と呼ぶ）観の和として以下のように

表される．

　　　　　　ノ　　R砿＝Στ！＋π、，π，～珊〉（0，σ護，∂．（23）

　　　　　　’＝1

ただし，離散化誤差必の分散磁‘は以下のよ

うに計算される．

・鉱・一…［（ξ／η、）・＋海2勢｛・x・（一梱
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　　　一1＋祠］・　　　（24）

ここで，η，はR罵を計算するために用いた日

中リターンの個数を表す．η‘が増えると，連

続時間モデルに近づくので，離散化誤差勧の

分散σ毎は小さくなり，η‘→O。とすると，σ翫

→0となる．ただし，このモデノレではマイクロ

ストラクチャー・ノイズを考えていないことに

注意されたい．2．2．1節で述べたように，マイ

クロストラクチャー・ノイズが存在する場合は，

箱→oOとしても，σ翫→0とはならない．

　このモデルは線形状態空間モデルとして表す

ことができる．例えば，1＝2の場合，以下のよ

うに表すことができる．

1～レを＝ξ＋（1　0　1　0）αピ＋z6≠，　z4‘～レ区1＞（0，σ菱），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

《鰹iγ齢
（26）

　　　　　跳一冊（［1］・［ll］〉

ここで，（25）式の右辺のξ＋（1010）αεが真

の日次ボラティリティσ芸＝Σ；一1τ～に相当する．

　したがって，躍，仇の分布を正規分布で近似

すると，このモデルはカルマン・フィルターを

用いることにより尤度を計算することができる

ので，パラメータを最尤推定できる9）．しかし，

実際には，勧，跳の分布は正規分布ではないの

で，この方法は疑似最：尤推定である．推定する

パラメータは，連続時間モデルのパラメータξ，

ω2Cん（ノ’＝1，…，ノ），勘（ノ＝1，…，1－1）である．

以下では，ファクターの数1をSICによって

選択している．

3．4ボラティリティ変動の非対称性とAR－

　　FIMAXモデル
　株式市場では，株価が上がった日の翌日より

も下がった日の翌日の方がボラティリティがよ

り上昇する傾向があることが知られている（渡

部20002．1，2節）．こうしたボラティリティ変
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動の非対称性を考慮して，Giot　and　Laurent

（2004），渡部・佐々木（2006），Watanabe　and

Yamaguchi（2007）では，　ARFIMAモデルを以

下のように拡張している．

の（五）（1－L）4（lnR防一μ。一μli凡一11

　一μ21）子＿1レR亡＿lI）＝θ（五）z4ご，勧～昭V（0，σ髪）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

ここで，Dみ1は，’一1期のリターン昆一1が負

であれ，ば1，それ以外であれば0をとるダミー

変数である．このモデルは，凡．1＞0であれば，

D匹1＝0なので，

の（L）（1一、L）4（ln　1214一μo一μ111eご＿ID

　一θ（五）観

となり，RH＜0であれば，　D匹1＝1なので，
の（五）（1一五）d（ln　Ryl一μ。一（μ1＋μ、）IR，一II）

　一θ（五）殆

となる．したがって，μ2が正であれば，株価が

上がった日の翌日よりも下がった日の翌日の方

がボラティリティがより上昇するというボラテ

ィリティ変動の非対称性と整合的になる．以下，

このモデルをlnRV・ARFIMAXモデルと呼ぶ．

4．ARCH型モデル

4．1ボラティリティ・クラスタリングと．

　　ARCH，　GARCHモデル
　以上のRVのモデルとの比較のために，本稿

では日次リターンを用いたARCH型モデルの

推定も行う．そこで，本節では，本稿で推定を行

うARCH型モデルについて簡単に説明を行う．

　以下，ある資産の≠期のリターン品を，次

のように，’一1期に予測可能な変動E
（R，11，．1）と予測不可能な変動εごに分割する．

　　　　　1～‘二E（R、II，一1）一トε亡．　　　　　　（28）、

ここで，1ご．1は’一1期に利用可能な情報集合

を表す．ボラティリティ変動モデルでは，この

予測不可能な変動ε，を，正の値をとるσ，と平

均0，分散1のホワイトノイズg，との積として

表す．

　　　εご＝σ露ご，σ，＞0，銑～助〉（0，1）．　　（29）

　代表的なボラティリティ変動モデルである

ARCH型モデルでは，’期のボラティリティ

σ多を’一1期に既に値がわかっている変数だけ
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の（掩乱項を含まないという意味で）確定的な関

数として定式化する．このように定式化すると，

尤度を解析的に求めることができるので，パラ

メータを（疑似）最尤法によって簡単に推定する

ことができる．そのため，ARCH型モデルは

資産価格の実証分析に幅広く用いられており，

同時にさまざまな改良が行われている．

　既に述べたように，資産価格のボラティリテ

ィは一旦上昇（低下）すると，その後しばらくの

間ボラティリティの高い（低い）日が続くことが

知られている．こうしたボラティリティ・クラ

スタリングを捉えるために，Engle（1982）は次

のようなARCH（Autoregressive　Conditional

Heteroskedasticity）モデルを提案したlo）．

　　　　σ多＝z〃十αε婁＿1，zθ＞0，α≧0．　　　（30）

ここで，パラメータに非負制約を課すのは，諺

の非負性を保証するためである．

　その後，Bollerslev（1986）が，（30）式の右辺

にσ1＿1を加えたGARCH（Generalized
ARCH）モデルを提案した11）．

　　σ多＝zo＋βσ碧＿1＋αε睾＿、，ω＞0，β，α＞0．（31）

このモデルでもσ1の非負性を保証するために，

パラメータに非負制約を課す．

4．2ボラティリティ変動の非対称性とGJR，

　　EGARCH，　APGARCHモデル
　既に述べたように，株式市場では，株価が上

がった日の翌日と下がった日の翌日を比べると

後者の方がボラティリティがより上昇する傾向

があることが知られており，こうした前日に株

価が上がったか下がったかによるボラティリテ

ィ変動の非対称性はARCHモデルやGARCH
モデルでは捉えることができない．ボラティリ

ティ変動の非対称性を考慮したモデルには，

Glosten，　Jagannathan　and　Runkle（1993）によ

って提案されたGJRモデル，　Nelson（1991）に

よって提案されたEGARCH（Exponential
GARCH）モデル，　Ding，　Granger　and　Engle

（1993）によって提案されたAPGARCH
（Asymmetric　Power　GARCH）モデルなどが

ある．

　GJRモデルでは，以下のように，ε‘一1が負で

あれば1，それ以外では0になるダミー変数

Dみ1を用いることによって，ボラティリティ変

動の非対称性を捉えるL2）．

　　σ蓑二ω＋βσ多＿1＋αε…＿1＋γDr＿1ε婁＿1，

　　　　　ω＞0，α，β，γ⊇≧0．　　　　　　　　（32）

このモデルでも，σiの値が負にならないよう

に，パラメータに非負制約が必要となる．（32）

式は，εH＞0であれば，Dみ1＝0なので，

　　　　　σ…＝卿＋βσ芸＿1＋αε…＿1

となり，ε‘．1＜0であれば，1）r．1＝1なので，

　　　　σ婁＝ω＋βσ呈＿且＋（α＋γ）ε睾＿1

となる．そこで，γ＞0であれば，予期せず価格

が上がった日の翌日よりも予期せず価格が下が

った日の翌日の方がボラティリティがより上昇

することになる．

　Nelson（1991）の提案したEGARCHモデル

では，ボラティリティσ多ではなく，その対数値

ln（σ多）の変動を次のように定式化する13）．

ln（σ多）＝ω＋β｛ln（σ多＿1）一ω｝＋伽亡＿1＋γ｛lg卜ll

　　　　－E（Ig、一、1）｝．　　　　　　　　（33）

ここで，E（lz、．II）はIg、一llの期待値を表す．こ

のモデルは，1n（σ多）を被説明変数としているた

めに，パラメータに非負制約を課す必要がない．

また，負の値をとるような変数でも説明変数に

加えることができる．そこで，g‘一1を説明変数

に加えることにより，ボラティリティ変動の非

対称性を考慮している．（33）式は，zH＞0で

あれば，

　ln（σ多）＝Z〃＋β｛ln（σ多＿1）一ZO｝＋（γ＋θ）19‘＿ll

　　　　　一γE（Ig，　ll）

となるのに対して，g‘．1＜0であれば，

　ln（σの＝ω＋β｛ln（σ書＿1）一z｛ノ｝＋（γ一θ）lgご＿、1

　　　　　一β（19HI）

となる．そこで，θ＜0であれ，ぱ，予期せず価格

が上がった日の翌日よりも予期せず価格が下が

った日の翌日の方がボラティリティがより上昇

することになる．

　ボラティリティ変動の非対称性を表すモデル

としてはこれまでGJR，　EGARCHモデルを用

いることが多かったが，近年よく用いられるよ

うになってきたモデルに，Ding，　Granger　and

Engle（1993）によって提案され，たAPGARCH
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モデノレがある14）．このモデルは次のように表さ

れ，る15）．

　　　σ2＝ω＋βσ2＿1＋α（1ε，＿11一γεレ1）δ，　（34）

　　　　ω，δ＞0，α，β⊇≧0，一1〈γ＜1．

ARCH，　GARCHモデルではσ1，　EGARCHモ

デルではln（σ芽）の変動を定式化していたのに

対して，このモデルではσ2の変動を定式化し

ており，δも未知パラメータとして推定するの

が特徴である．（34）式は，εH＞0であれば，

　　　σダ＝z〃＋βσ2＿1→一α（1一γ）δ1εご＿、1δ

となり，ε‘一1〈0であれば，

　　　σ2＝z〃＋βσ2＿1＋α（1＋γ）δiε亡＿lIδ

となる．そこで，γ＞0であれば，予期せず価格

が上がった日の翌日よりも予期せず価格が下が

った日の翌日の方がボラティリティがより上昇

することになる．このモデノレは，他の多くの

ARCH型モデノレを特殊ケースとして含んでい
る16）．

4．3ボラティリティ変動の長期記憶性とFI－

　　EGARCHモデル
　これまでに説明したARCH型モデルでは，

パラメータが定常性を満たす限り，ボラティリ

ティは短期記憶過程に従い，ボラティリティの

ショックは指数的に減衰する．例えば，

GARCHモデルの場合に，0期に起きた1単位

のショックは’期には（α＋β）6になり，ボラテ

ィリティの定常性の条件α＋β〈1が満たされ，

ると，これは時間とともに指数的に減衰する17＞．

しかし，ボラティリティの代理変数であるリタ

ーンの2乗の自己相関を計測すると，通常，シ

ョックの減衰のスピードはそれよりも遅いこと

が知られている．そこで，ボラティリティは長

期記憶過程に従っている可能性があることを考

慮に入れて，Bollerslev　and　Mikkelsen（1996）

はEGARCHモデルを次のようなFIEGARCH
モデルに拡張している18）．

（1一βL）（1一五）d｛ln（σ碧）一ω｝＝g（銑＿1）．　（35）

ただし，

　　9（る一1）　＝　θ銑＿1十γ｛IZオ＿11－E（IZご＿lI）｝．

　このモデルは，ARFIMA（X）モデル同様，4

；0であれば，EGARCHモデノレ（33）になり，4
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＝1であれば，ボラティリティは単位根を持ち

非定常になる．1βk1であるとすると，4＞0

であれば，ボラティリティは長期記憶性を持ち，

d＜0．5であれ，ば定常，4≧0．5であれば非定常

である．

　ボラティリティの長期記憶性を考慮したモデ

ノレには，他にも，GARCHモデルを拡張した

FIGARCHモデル（Baillie，　Bollerslev　and

Mikkelsen　1996）やAPGARCHモデノレを拡張

したFIAPGARCHモデル（Tse　1998）があるが，

これらのモデルは，6〈0．5であってもリターン

の分散が無限大になるという問題点があり19），

また，ボラティリティの非負性を保証するため

のパラメータの制約が複雑なので（Baillie，　Bol－

lerslev　and　Mikkelsen　1996，　Chung　1999），

本稿では扱わない．

　以下の分析では，以上のARCH型モデノレす

べてを最尤法により推定している（ARCH型モ

デルの最尤推定について詳しくは，渡部・佐々

木2006の補論A，Bを参照のこと）．

5．日経225株価指数への応用

5．1データと基本統計量

　本稿の分析に用いた日次リターンは1996年

3月11日から2006年3月31日までの日経225
株価指数の日次変化率（％）である。これらは各

営業日の終値の対数階差を100倍することによ

り算出した．

　RVの計算は，同じく1996年3月11日から

2006年3月31日までの日経225の5分ごとの
価格を用いて行った20）．我々の利用したデータ

ベースには，前場は9：01から11：00（もしくは

11：00過ぎ）まで，後場は12：31から15：00（もし

くは15：00過ぎ）までの1分ごとの日経225の

価格が記録されており2’），その中から前場につ

いては，9：01，9：05，9：10，＿，10：55の価格と前

場の終値を，後場については12：31，12：35，12：

40，＿，14：55の価格と後場の終値を5分ごとの

価格として抽出した．大納会，大発会は前場し

か取引がないので，同様に前場の価格だけ抽出

した．

　まず，これらの5分ごとの価格の対数階差を
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図1．日経225株価指数のRV
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100倍することにより，5分ごとのリターンを

計算した．次に，Hansen　and　Lunde（2005a）に

従い，前日の終値から9：01までのリターンと

11：00から12：31までのリターンは除いて，5分

ごとのリターンの2乗をすべて足し合わせるこ

とにより市場が開いている時間のRV（1～yl（o））

を計算し，それに（8）式のように日次リターン

の標本分散とR曜。）の標本平均の比である。

を掛けることにより，’一1．日の終値から≠日の

終値までのRVを計算した．6の値はL73で
あった．大納会，大発会以外の営業日の市場が

開いている時間は4．5時間であり，もし昼休み

や夜間など市場が閉まっている間のボラティリ

ティの上昇のスピードが市場が開いている間と

同じであれば，6は24／4．5窄5．33となるはずで

ある．ところが，それよりかなり小さい1．73と

いうことは，市場が閉まっている間のボラティ

リティの上昇のスピードが市場が開いている間

より遅いということで，先行研究と整合的であ

る（渡部2000，2．4．1節）．このようにして計算

されたRVが図1に描かれている．

　表1には，1996年3，月11日から2006年3月

31日までのすべての標本を使った場合の日経

225の日次リターンとその2乗，日次RVとそ

の対数値の基本統計量が計算されている．まず

最初に日次リターン（R）について見てみると，

平均は0から有意に乖離していないので，以後，

日次リターンの平均は0であるものとして分析

を行う．分布については，二度は0から有意に

乖離していないが，尖度は有意水準1％でも3

2001　　　　　2002　　　　　2003　　　　　2004　　　　　2005

を有意に超えている．このことは日次リターン

は分布の裾が正規分布よりも厚いことを示して

いる．リターンの分布の裾が厚いことは，よく

知られ，た事実である．JBは歪度と尖度を合わ

せて正規性の検定を行うJarque　and　Bera

（1987）統計量であり，有意水準1％でも正規性

を棄却する．LB（10）は1次から10次までの自

己相関がすべて0であるという帰無仮説を検定

するためのLjung　and　Box（1978）統計量であ

り，分散不均一性がある場合にこの統計量をそ

表1．日経225の日次リターン，RVの基本統計量

サンプル期間：1996年3月11日一2006年3月31日
サンプル数：2，476

日次リターン

R　　　　　石～2 RU
RV
ln　RU

平均

標準偏差

歪度

尖度

JB

LB（10）

一〇．0067

（0．0292）

1．4537

－0．0326

（0．0492）

4．8395

（0．0985）

2ユ125

（0．0832）

4．1405

5．6624

（0．0492）

52．3669

（0．0985）

2．1125

（0．0383）

1．9062

4．9937

（0．0492）

59．0827

（0．0985）

349．52＊＊＊　264657．91＊＊＊　334777．65＊＊＊

16．47＊

0．4669

（0．0153）

0．7637

－0．2540

（0．0492）

3．4982

（0．0985）

52．22＊＊＊

111．96＊＊＊　　　1322．29＊＊＊　4285．20＊＊＊

注）括弧内の数値は標準誤差．LB（10）は1次から10次まで

　　の自己相関がすべて0であるという帰無仮説を検定する

　　ためのLjung－Box（1978）統計量で，　Diebold（1988）の方法

　　により分散不均一性を調整している．LB（10）の臨界値は

　　15．99（10％），18．31（5％），23，21（1％）．JB統計量は正規

　性を検定するためのJarque・Bera（1987）統計量である．

　LB（10）の臨界値は工5，99（10％），18．31（5％），23．21（1％）．

　JB統計量の臨界値は4．61（10％），5．99（5％），9．21（1％）．

　＊，＊＊，＊＊＊はそれらがそれぞれ有意水準10％，5％，1％

　で有意であることを示す．しかし，JB統計量は，長期記

　憶過程に従う系列では，正規性を過剰に棄却することが

　知られている（Thomakos　and　Wang　2003）．
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図2．コレログラム

一

一
一
一
一　　　　　RV

1

亀塾　、

　陶

@、@　、、　　　　．

鼈
一　一

腎　．

，　、　，　　・　． 一
噛
　
覧

．　．　　「　，　　嘲　　　電

　　　・　、．　　，　9　，　　　　　鞠　．　■　●

　’
f

（

牌
ノ

V

361

0　　　　　　10　　　　　　20　　　　　　30　　　　　　40　　　　　　50　　　　　　60　　　　　　70　　　　　　80　　　　　　90　　　　　100

　　　　　　　　　　ラグ次数

のまま使うと三無仮説を過剰に棄却してしまう

ので，Diebold（1988）の方法により分散不均一

性を調整している（渡部2000の1．5．1節参照）．

この統計量によると，日次リターンに自己相関

がないという帰無仮説は有意水準10％では棄

却されるものの，有意水準5％では棄却され，な

いので，以後，自己相関もないものとして分析

を行う．平均0で自己相関がないということは，

リターンの式（28）において，E（R亡11‘一1）＝0と

いうことである．

　次に，残りのリターンの2乗（R2），　RV，　RV

の対数値の基本統計量を見てみると，リターン

の2乗とRVの平均は同じである．これは，

RVの計算にHansen　and　Lunde（2005a）の方

法を用いたからである．それに対して，標準偏

差はリターンの2乗の方がRVよりもかなり

大きくなっている．これは，（28）式でE
（R‘三一1）＝0とすると，リターンの2乗はσ擬

となり，その変動はボラティリティ諺の変動

だけでなく，螺の変動も含むからである．歪

度，尖度，JB統計量によると，リターンの2

乗，RV，　RVの対数値ともに有意水準1％でも

正規性は棄却される．ただし，長期記憶過程に

従う変数の場合，JB統計量は過剰に正規性を

棄却してしまうので（Thomakos　and　Wang

2003），これらの正規性については以下であら

ためて議論する．LB（10）によると，自己相関

がないという帰無仮説はいずれも有意水準1％

で棄却される．これはボラティリティ・クラス

タリングと整合的である．特に，RVとその対

数値のLB（10）は高く，この結果はそれらが長

期記憶過程に従っている可能性を示唆するもの

である．

　図2はRVとその対数値のコレログラム（自

己相関係数）を描いたものである．この図は，

自己相関の減衰の速度が遅いことを示しており，

これはRVが長期記憶過程に従っているとい

う先行研究の結果と整合的である．

5．2各モデルの推定結果

　表2には，最初の1，200個のデータを使った

場合のRVの各モデルの推定結果がまとめら

れ，ている．ただし，SICにより，　lnRV－

ARFIMA，　lnRV－ARFIMAXモデルの次数は

いずれもヵ＝0，σ＝1が，UCモデルのファクタ

ーの数はノ『＝2が選択されたので，その次数お

よびファクターの数での推定結果だけ示してい

る．表2からわかることは以下の通りである．

（1）1nRV－ARFIMA，　lnRV－ARFIMAXモデ

　　ルの4の推定値にはいずれも有意な正の

　　値が得られており，RVの対数値は長期記

　　憶過程に従っていることがわかる．また，

　　ゴの推定値は有意に0．5を下回っていない

　　ので，定常か非定常かはわからない．

（2）lnRV－ARFIMAXモデルのμ2の推定値は

　　有意な正の値であり，RVは株価が上がっ

　　た日の翌日よりも下がった日の翌日の方が

　　より上昇する傾向があることがわかる．ま

　　た，μ1が有意でないことから，RVは前日

　　に株価が下がった場合だけ反応することが
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表2．RVのモデルの推定結果

サンプル期間：1996年3月12日一2001年1月24日
サンプノレ数：1，200

　　　　（a）1nRV－ARFIMA（0，　d，1）モデル

（1一五）σ（ln（1～y∂一μ）＝z6二一θ勧一1，　zを～旧〉（0，（堪）

パラメータ 推定値 標準誤差

ゴ 0．4574 0．0532

μ 0．3401 0．2079

θ 0．1407 0．0723

σ護
0．2768 0．0137

Log－1ikelihood 一931．99

LB（10） 5．58

JB 4997＊＊＊

注）　推定は誤差項疏の分布を正規分布とした近似疑似最尤法

　により行った．詳しくは，渡部・佐々木（2006）の補論Cを参

　照のこと．また，次数はSICによって選択した．標準誤差は

　疑似最尤法の標準誤差である．LB（10），　JBはそれぞれ残差

　島のLjung－Box（1978）統計量とJarque－Bera統計量（1987）

　を表す．LB統計量は，　Diebold（1988）の方法により分散不均

　一性を調整している．LB（10）の臨界値は15．99（10％），18，31

　（5％），23．21（1％）．JB統計量の臨界値は4．61（10％），5．99（5

　％），9．21（1％）．＊，＊＊，＊＊＊はそれらがそれぞれ有意水準10

　％，5％，1％で有意であることを示す．

　　（b）1nRV－ARFIMAX（0，　d，1）モデル

（1－L）d（ln（1～y；）一μ。一μ111ぞ，．11一μ、Dみ」畠一、1）

　　　　＝z4ピーθz6亡一1，　z碗～階（0，（鑑）

1

パラメータ 推定値 標準誤差

ゴ 0．4873 0．0567

μo 0．2438 0．2289

μ1 0．0315 0．0216

μ2 0．0829 0．0200

θ 0．2353 0．0742

σ島
0．2683 0．0136

Log－likelihood 一913．38

LB（10） 2．11

JB 66．62＊＊＊

注）　推定は誤差項観の分布を正規分布とした近似疑似最尤法

　により行った。詳しくは，渡部・佐々木（2006）の劇論Cを参

　照のこと．また，次数はSICによって選択した．標準誤差は

　疑似最尤法の標準誤差である．LB（10），　JBはそれぞれ残差

　観のLjung－Box（1978）統計量とJarque－Bera統計量（1987）

　を表す．LB統計量は，　Diebold（1988）の方法により分散不均

　一性を調整している，LB（10）の臨界値は15．99（10％），18．31

　（5％），23．21（1％）．JB統計量の臨界値は4．61（10％），5．99（5

　％），9，21（1％）。＊，＊＊，＊＊＊はそれらがそれぞれ有意水準10

　％，5％，1％で有意であることを示す．

　　　　（c）lnRV－HAR（3）モデル

1n（1ヒレ≧）；βD＋β、1n（R硫＿1）＋β21n（1～砕鯉）

　　＋β31n（Rレ1（鯉）＋び6，　zノご～旧〉（0，σ影）

パラメータ 推定値 標準誤差

β。 0．0338 0．0905

β1 0．2283 0．1010

β2 0．3903 0．1669

β3 G．2189 0．1257

σ；
0．2749 0．0387

Log－1ikelihood 一927．81

LB（10） 8．89

JB 43．93＊＊＊

注）推定は最小2乗法により行った．ただし，標準誤差は疑

　似最尤法の標準誤差である．LB（10），　JBはそれぞれ残差

　乱のLjung－Box（1978）統計量とJarque－Bera統計量（1987）

　を表す．LB統計量は，　Diebold（1988）の方法により分散不均

　一性を調整している，LB（10）臨界値は15．99（10％），18．31（5

　％），23．21（1％）．JB統計量の臨界値は4．61（10％），5．99（5

　％），9．21（1％）．＊，＊＊，＊＊＊はそれらがそれぞれ有意水準10

　％，5％，1％で有意であることを示す．

　　　　　　　　（d）RV－UC（2）モデル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ2（5）＝Σ〆（∫）
　　　　　　　　　　　　　’≡1
　　　　　ゴτブ（5）＝一ん〆（s）爵＋幽（んs）

4〆（s）＝一ん（τゴ（s）一ξ）誌＋ωτ（3）η’12朋ゴ（s），η」∈［1，2］

　　　　E（τL（s））　＝zθξ，E（z・2（∫））　＝　（1一躍）ξ

　　γ召7（τ’（∫））一襯2，γ召γ（τ2（s））一（1一躍）ω2

　　　　　　　　　　　0〈ω〈1
1

パラメータ 推定値 標準誤差

ζ 23184 0．2145

ω2 4．4367 1．6419

λ 0．0780 0．0281

λ
2 135411．9792 788．0581

躍 0．4781 0．2145

Lo9・1ikelihood 一2437．96

LB（10） 6．90

JB 393583．66＊＊＊

注）推定はカルマンフィルターを用いた疑似最尤法により行

　つた．また，ファクターの数2はSICによって選択した．標

　準誤差は疑似最尤法の標準誤差である．LB（10），　JBはそれ

　ぞれ1期先予測誤差R骸一E（R玩1ムー、）のLjung－Box
　（1978）統計量とJarque－Bera統計量（1987）を表す．　LB統計

　量は，Diebold（1988）の方法により分散不均一性を調整して

　いる，LB（10）の臨界値は15．99（10％），18．31（5％），23。21（1

　％）．JB統計量の臨界値は4．61（10％），5．99（5％），9．21（1

　％）．＊，＊＊，＊＊＊はそれらがそれぞれ有意水準10％，5％，1％

　で有意であることを示す．

（3＞

わかる．

lnRV－HARモデルのβ1，β2は有意水準5

％で，β3は有意水準10％で有意であり，

RVは過去の日次，週次，月次すべての

RVに依存していることがわかる．

（4）

UCモデルのλ1，λ2の推定値は0．078と

135412である．このことは，第1ファクタ

ーは持続性が高いのに対して，第2ファク

ターはほとんど持続性がないことを示して

いる．
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表3．ARCH型モデルの推定結果

サンプル期間：1996年3月12日一2001年1月24日

サンプル数：1，200

　　　　　　　　　（a）GARCH
　　　σ…＝ω＋βσL、＋α凄一、，ω＞0，β，α≧0

．

パラメータ 推定値 標準誤差

ω 0．0804 0．0297

β 0．8759 0．0221

α 0．0880 0．0176

Log－likelihood 一2100．12

LB（10）

溜 7．33

21 3．90

注）　推定は疑似最尤法によって行っ．た．標準誤差は疑似最尤

　法の標準誤差である．LB（10）はDiebold（1988）の方法によ

　り分散不均一性を調整したLjung－Box（1978）統計量を表し，

　基準化した残差各＝ξノ僻とその2乗それぞれについて
　計算している．LB（10）の臨界値は15．99（10％），18，31（5％），

　23．21（1％）．

　　　　　　　　　　（b）GJR

σ婁＝ω＋βσ睾＿、＋αε量一監＋γD匹1ε三一1，ω＞0，β，α，γ≧0

．

パラメータ Estimates Standard　Errors

ω 0．0763 0．0278

β 0．8820 0．0223

α 0．0266 0．0172

γ 0．1111 0．0311

Lo9－1ikelihood 一2090．71

LB（10）

2ピ 7．49

2多2 5．15

注）　推定は疑似最尤法によって行った．標準誤差は疑似最尤

　法の標準誤差である．LB（10）はDiebold（1988）の方法によ

　り分散不均一性を調整したLjung－Box（1978）統計量を表し，

　基準化した残差乙＝ξゐ雁とその2乗それぞれについて
　計算している．LB（10）の臨界値は15．99（10％），18．31（5％），

　23．21（1％）．

　　　　　　　　　　（c）EGARCH
In（σ呈）＝ω十φ｛1n（諺一1）一ω｝十θ銑一1十γ｛1々＿11－E（1々＿二1）｝

Parameters Estimates Standard　Errors

ω 0．6589

　　　　　　　　　　　圏

O．1456

φ 0．9667 0．0121

θ 一〇．0917 0．0217

γ 0．1492 0．0338

Lo9－likelihood 一2088．32

LB（10）

薪 7．84

2芽 5．43

注）　推定は疑似最尤法によって行った．標準誤差は疑似最尤

　法の標準誤差である．LB（10）はDiebold（1988）の方法によ

　り分散不均一性を調整したLlung・Box（1978）統計量を表し，

　基準化した残差薪一ξノ厩とその2乗それぞれについて
　計算している．LB（10）の臨界値は15．99（10％），18．31（5％），

　23．21（1％）．

　　　　（d）APGARCH
σぎ＝ω＋βσ2一、＋αqεご一、1一γε亡＿、）δ

　ω，δ＞0，α，β⊇≧0，一1＜γ〈1
1

Parameters Estimates Standard　Errors

δ 1．1001 0．3683

ω 0．0509 0．O175

β 0．8996 0．0202

α 0．0819 0．0173

γ　　　　　　　一 0．5943 0．2088

Lo9－likelihood 一2088．00

LB（10）

A
2
ピ

7．42

2呈 6．97

注）推定は疑似最尤法によって行った．標準誤差は疑似最尤

　法の標準誤差である．LB（10）はDiebold（1988）の方法によ

　り分散不均一性を調整したLlung－Box（1978）統計量を表し，

　基準化した残差鳥一ξ4扉とその2乗それぞれについて
　計算している．LB（10）の臨界値は1599（10％），18．31（5％），

　23，21（1％）．

　　　　　　　　　　（e）FIEGARCH
（1一φL）（1一五）ゴ｛1n（σ署）一ω｝一θz、一、＋γ｛i2，＿、1－E（レζ・＿・1）｝

Parameters Estimates Standard　Errors

4 0．2569 0．3052

ω 0．6065 0．2776

φ 09149 0．0828

θ 一〇．0697 0．0247

γ 0．1099 0．0546

Lo9－likelihood 一2087．50

LB（10）

A
君
ご

7．68

2著 5．24

注）推定はTaylor（2001）によって提案されている方法によ

　って行った．詳しくは，渡部・佐々木（2006）の補論Bを参照

　の乙と．標準誤差は疑似最尤法の標準誤差である．LB（10）

　はDiebold（1988）の方法により分散不均一性を調整した

　Ljung・Box（1978）統計量を表し，基準化した残差2，＝ξ，／

　僻とその2乗それぞれについて計算している．LB（10）の
　臨界値は15．99（10％），18．31（5％），23．21（1％）．

（5）LB（10）の値から，すべてのモデルの残差

　　　に有意な自己相関はないことがわかる．

（6）JB統計量の値から，すべてのモデルの残

　　　差で正規性は棄却される．特に，RVの対

　　　数をとらずそのまま定式化しているUCモ

　　　デルでは，JB統計：量の値は非常に高い値

　　　を示している．

　表3にはARCH型モデルの推定結果がまと

められている．この表からわかることは以下の

通りである．

（1）GJRモデルとAPGARCHモデルのγの
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　　推定値が統計的に有意な正の値，EGAR

　　CHモデルおよびFIEGARCHモデルのθ
　　の推定値が有意な負の値であることから，

　　価格が上がった日の翌日よりも価格が下が

　　つた日の翌日の方がボラティリティがより

　　上昇する傾向があることがわかる．

（2）APGARCHモデルのδはδ＝1から有意

　　に乖離しないが，δ＝2は有意に下回る．

（3）FIEGARCHモデルの4の推定値は，有意

　　な正の値が得られているが，標準誤差が大

　　きいため，6は有意に0を上回っていない．

　　したがって，ボラティリティに長期記憶性

　　があると結論づけることはできない．また，

　　4の推定値は0．5を有意に下回っていない

　　ので，ボラティリティが定常かどうかもわ

　　からない．

（4）すべてのモデルで，基準化したリターンお

　　よびその2乗に有意な自己相関は観測され

　　ない．

5．3ボラティリティの予測精度の比較

　本節では，各モデルによってボラティリティ

の1期先予測値を計算し，予測精度の比較を行

う．ボラティリティの1期先予測値の計算は以

下のように行った．日次リターン，RVともサ

ンプル数は2，475であり，まず最初の1期から

1，200期までのサンプルを使って各ARCH型

モデルとRVのモデルのパラメータを推定し，

その下で1，201期のボラティリティの予測値を

計算する．次に，2期から1，201期までのサン

プルを使って各モデルのパラメータを推定し，

その下で1，202期のボラティリティの予測値を

計算する．以上を繰り返し，最後に2，475期の

ボラティリティの予測値を計算する．これによ

って得られた1，201期から2，475期までのボラ

ティリティの予測値を使って予測精度の比較を

行う．

　ARCH型モデルでは，’期のボラティリティ

を’一1期に値のわかる変数だけの（誤差項を含

まないという意味で）確定的な関数として表す

ので，パラメータの値と’一1期までの情報が

与えられれば’期のボラティリティの予測値は

研　　究

簡単に計算できる．それに対して，RVのモデ

ルはすべて誤差項を含み，かつUCモデル以外

は，Rレ；ではなくその対数値の変動を定式化し

ているので，ボラティリティの予測値を計算す

るには誤差項の分布を仮定する必要がある．前

節の結果から誤差項の分布は有意に正規分布か

ら乖離しているが，本稿では，Koopman，　Jung－

backer　and　Ho1（2005），渡部・佐々木（2006）な

どの先行研究に従い，計算の簡単化のため，正

規分布を仮定する．そうすると，対数正規分布

の性質より，’一1期における’期のボラティリ

ティの予測値は，’一1期における’期のRV
の予測値下γ‘1ピ．1として次のように計算でき

る．

飢旧知…［E（1n（Ry｝）隣一D

　　　　＋麺・（ln（Ry∂11，．1）］・（36）

ここで，E（ln（Ry；）1ムー1），悔7（ln（Ry；）1∬6－1）

はそれぞれ，’一1期における1n（R聾）の期待

値と分散を表し，前者はパラメータが推定され

ればモデルから簡単に計算でき，後者は残差分

散として推定できる．例えば，ARFIMAXモ
デルでは，

E（1n（1～y訓1，一、）

　一μ。＋（μ1＋μ2D≡一1）1瓦．、1

　　＋罪（げ一1）●’迂4一々＋1）（一・）・

　　｛1n（Ry；．、）一μ。一（μ、＋μ、0匹、）1品＋、1｝

　　十θz6‘＿1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

晦γ（ln（1～γ∂1ム＿1）　＝σ髪　　　　　　　　　　　　　（38）

である．

　以上のように計算されたボラティリティの予

測値の精度を比較するためには，ボラティリテ

ィの真の値が必要であるが，ボラティリティの

真の値は観測できないので，代理変数が必要と

なる．ボラティリティの代理変数としてこれま

でよく用いられていたのは，息（もしくはそれ

から平均と自己相関を除去したど∂の2乗であ

った（渡部2000，2．3．3節）．本稿のように，

（28）式においてE（R、11，一、）＝0と仮定すると，

躍＝ε…＝σ揖となり，躍（もしくは諺）はボラ
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ティリティ諺だけでなく，螺にも依存する． 表4．ボラティリティの予測精度の比較
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Andersen　and　Bollerslev（1998）は，この4の

変動が大きいため，真のボラティリティの代理

変数として躍（もしくは諺）を用いると，ボラ

ティリティの予測精度を正しく評価できないこ

とを指摘している．彼らは，躍（もしくはε1）

の代わりにRVを用いることを提案している．

また，Hansen　and　Lunde（2006a）は，真のボラ

ティリティの代理変数として躍（もしくはε1）

を用いると，間違ってボラティリティの予測精

度が悪いモデルを良いモデルとして選択してし

まう可能性があることを示しており，彼らも

躍（もしくは諺）ではなく，RVを用いること

を提案している．そこで，本稿でも真のボラテ

ィリティの代理変数にRVを用いてボラティ

リティの予測精度の比較を行う．

　ボラティリティ予測の精度を測る指標には，

先行研究に従い，以下のRMSE（root　mean

squared　error），　RMSPE（root　mean　squared

percentage　error），　MAE（mean　absolute

error），　MAPE（mean　absolute　percentage

error）を用いる．

RMSE　RMSPE　MAE　MAPE
1nRV－ARFIMA

lnRV－ARFIMAX
lnRV－HAR
RV－UC（2）

lnRV・AR（1）

GARCH
GJR
EGARCH
APGARCH
FIEGARCH

1．0532

1．0675

1．0531（D

1ユ052

1．1382

1，1743

0．6117

0．6031〔D

0．6206

0．6163

0．8562

1．0474

1．1729（α1）　1．0028

1．1857

1．1837

1．1813

0．9719

0．9911

0．6722

0．6727

0．6650｛1）

0．6931

0．7533

0．8079

0．7950

0．8081

0．8052

0．4375

0．4337（1レ

0．4390

0．5352

0．5699

0．6866

0．6554

0．6453

0．6541

0．8922（α1｝　0．7927〔α1）　0．6012（αD

RM・E一
A，17議（瑞一礁一1）2・

RM・PE一
A誌瓢（R罵譜一’ア，

MAE一
A，175，鋤IR％一・芽1・一・｝・

MAPE一 A鈍器照譜一1・

ここで，∂II，一1は各モデルによる’一1期にお

ける’期のボラティリティσ1の予測値を表す．

例えば，lnRV－ARFIMAXモデルのδ曇IHは
（36）式で計算されるρ匹IHとする．

　これらの指標をすべてのモデルについて計算

したものが表4である．比較のために，RVの

対数値を簡単なAR（1）モデルで定式化した場

合についても計算を行っている．この表からわ

かることは以下の通りである．

（1）すべての指標において，RVのモデルはす

　　べてARCH型モデルの予測精度を上回る．

　　最も簡単なlnRV－AR（1）モデルでもすべ

注）　（1）はすべてのモデルの中で最：も予測精度が高いもの．

　（a1）はA艮CH型モデルの中で最も予測精度が高いもの．

（2）

（3）

てのARCH型モデルの予測精度を上回る．

RVのモデルの中では，それほど予測精度

に差はないが，RMSEとMAEでは
lnRV－HARモデルが最も予測精度が高く，

RMSPEとMAPEではlnRV－ARFIMAX
モデルの最も予測精度が高い．

ARCH型モデルの中では，　RMSEでは
GJRモデルが最も予測精度が高く，それ．以

外の指標ではすべてFIEGARCHモデル
が最も予測精度が高い．

6．Realized　Volatilityの研究の発展

6．1VaRやオプション価格への応用

　ボラティリティの予測精度の比較では，真の

ボラティリティが観測できないという問題点が

あり，ここではAndersen　and　Bollerslev

（1998）やHansen　and　Lunde（2006a）に従い，

RVを真のボラティリティの代理変数として比

較を行った．しかし，もしRVに何らかのバイ

アスがある場合には，この方法は正しくないこ

とになるので，真のボラティリティを必要とし

ない比較も重要である．そうしたものには，例

えば，Value－at－Risk（VaR）やオプション価格

を用いた比較がある．ただし，それらを行う場

合には，リ「ターンの分布をどうするか，また危

険中立測度をどのように決めるかといった別の

問題が生じる．

　VaRを用いて比較を行っているものに，
Giot　and　Laurent（2004）と渡部・佐々木（2006）

がある．前者はフランスのCAC40株価指数，
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アメリカのS＆P500株価指数，円ドルレート，

マルクドノレレートを用いて，後者は日経225株

価指数を用いて分析を行っている．前者の結論

は，リターンの分布をskewed一’分布にすると，

RVの対数値をARFIMAXモデルで定式化す

るのと，日次リターンをAPGARCHモデルで

定式化するのとで，ほぼ同じパフォーマンスが

得られるというものである．それに対して，後

者は，日次リターンをFIEGARCHモデルで定

式化するとRVの対数値をARFIMAXモデル
で定式化するよりパフォーマンスが高く，また

日経225株価指数のリターンには有意な歪みが

ないので，skewed一’分布を用いるより，通常の

’分布を用いた方がパフォーマンスが高いとい

う結果を得ている．ただし，これらの研究では，

lnRV－ARFIMAXモデルによるVaRの計算で，

まず1nRV－ARFIMAXモデルのパラメータを

推定し，それを使って1期先のRVを予測し，

次にリターンをRVの予測値の平方根で割っ

たものを使って’分布やskewed一’分布の自由

度を最尤推定するという2段階推定法を用いて

おり，リターンとRVを同時にモデル化しRV

のパラメータとリターンの分布のパラメータを

同時推定すると，lnRV－ARFIMAXモデルの精

度が改善する可能性がある．リターンとRV

を同時にモデル化しているものに，Takahashi，

Olnori　and　Watanabe（2007）がある．

　RVをオプション価格に応用している研究は

ほとんどなく，唯一の例外がUbukata　and

Watanabe（2007）である．そこでは，投資家の

危険中立性の仮定の下で，日経225オプション

について分析し，RVの対数値をARFIMAモ

デルで定式化した方が日次リターンを
GARCHモデルやGJRモデルで定式化した場

合よりもパフォーマンスが高いことを示してい

る．

6．2　ジャンプの導入

　これまで資産価格のジャンプについては考え

なかったが，Barndorff－Nielsen　and　Shephard

（2004）では，（1）式にジャンプ項κ（∫）吻（∫）を

加えたジャンプ拡散過程

研　　究

0φ（S）＝μ（∫）0な十σ（∫）olπ（S）十κ（S）6吻（∫）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

を考えている．ここで，吻（∫）はジャンプがあ

ったかどうかを表す変数で，時間sにジャンプ

があれば吻（5）＝1，なければ吻（∫）＝0であ

る．また，κ（s）はジャンプのサイズを表す．

　このとき，（3）式を使ってRVを計算すると，

ジャンプ項まで含んでしまう．そこで，
Barndorff－Nielsen　and　Shephard（2004）は，

（2）式で定義される真のボラティリティの推定

量として，新たに次のようなものを定義した．

　　　猟「頴1η一1－1臨・あ・＞1・1・（・・）

このB仏はBipower　Variationと呼ばれ，

η→・。とすると，ジャンプ項がある場合でも，

（2）式で定義される真のボラティリティに確率

収束する．

　そこで，（3）式で定義されるR鴨と（40）式で

定義されるβ砺の差R二一B聾は，η→・・と

すると，第≠日に起きたジャンプの大きさの2

乗和Σ，一、．箇κ2（s）に確率収束する．しかし，

R罵一By｝は，実際の計算では，負になること

があるので，Barndorff－Nielsen　and　Shephard

（2004）は，ジャンプの2乗和を

　　　　　ゐ＝max［R玩一8yl，0］　　　（41）

として推定することを提案している．

　Andersen，　Bollerslev　and　Diebold（2003）は，

HARモデルの説明変数に1‘を加えたHAR－
RV－Jモデルや，　R罵一、，　Rレ陥，　Ry幽の代わ

りにB14＿1，、8y翼1，　B14『L1，1‘＿1，／処1，1鯉1を

用いたHAR－RV－CJモデノレを推定している．

6．3　Realized　Range・based　Volatility

　RVは日中のある時間間隔のリターンの2乗

を加えたものであったが，Christensen　and

Podolskij（2006），　Martens　and　van　Dijk

（2007）らは，日中のある時間間隔の高値と安値

の差の2乗を足し合わせたものを基準化定数で

割ったRealized　Range－based　Volatility

（RRV）を提案している．

　第’日を時間間隔△のη個の区間に分ける．

△の時間間隔の中には初個の価格があり，第’
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日のガ番目の区間の高値と安値をそれぞれHちゴ，

五ちかとすると，RRVは以下のように定義され

る．

R凧四
r（1n（H，，、）一ln（五ち、））乳（42）

ここで，標準ブラウン運動のレンジを

　　　　range窺＝max（夙伽一肌伽）　　（43）
　　　　　　　　0≦3，’≦魏

とすると，煽＝E（range沿である．初→○○と

すると，煽→41n（2）となるので，〃zが十分大

きい場合は，編戸41n（2）として構わないが，そ

うでない場合には，編をシミュレーションに

よって求める必要がある（Christensen　and

Podolskij　2006のFig．2を参照）．〃zが小さい

場合には，煽は41n（2）よりもかなり小さいの

で，煽＝41n（2）としてRRVを計算すると，過

小評価してしまう．

　マイクロストラクチャー・ノイズがなければ，

RRVの分散はRVの分散の約1／5であること

が示されるので（Christensen　and　Podolskij

2006，Martens　and　van　Dijk　2007），　RRVの

方がRVよりも効率的な．?阯ﾊとなる．しか

し，RRVはよりマイクロストラクチャー。ノ

イズを被りやすいことが知られており（Mar－

tens　and　van　Dilk　2007），　RV以上にマイクロ

ストラクチャー・ノイズの除去が重要となる

（Christensen，　Podolskij　and　Vetter　2007，

Martens　and　van　Dijk　2007）．

　RRVを用いた実証分析はまだほとんど行わ

れていないが，吉田（2006）は日経225株価指数

のRVとRRVを計算し，それらをARFIMA
モデルで定式化してボラティリティの予測を行

い，真のボラティリティの代理変数をRVとし

た場合もRRVとした場合も，　RRVをAR－

FIMAモデルで定式化した方が予測精度が高

いという結果を得ている．

6．4　Realized　Covariance

　2資産のリターンの高頻度データ｛（7、，‘．、＋、〆。，

乃，卜1＋1〆。），（71，‘一1十2〆η，　乃，ε十2〆π），…，（γ1，，，γ，，∂｝が

ある場合には，それを用いて共分散を以下のよ

うに推定することができる．

RG＝Σ7しご一1＋狸γ2，亡一1＋“。．

　　　ガ＝1
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（44）

これをRealized　Covariance（RC）と呼ぶ．

　実際には，2つの資産の価格がつくのは同時

ではなく，一方の資産が価格がついた時刻にも

う一方の価格がついていないことがある．そう

した場合に同時点に価格がつくように補間を行

うという方法が考えられるが，この方法はバイ

アスを生じさせる可能性がある．Hayashi　and

Yoshida（2005）は，そうした補間を行うことな

く，2資産の日中リターンを別々に計算し，時

間間隔がオーバーラップしているリターンの積

の和としてRCを計算することを提案しており，

そうすると真の共分散の一致推定量になること

を証明している．ただし，彼らはマイクロスト

ラクチャー・ノイズを考えておらず，マイクロ

ストラクチャー・ノイズを考慮して彼らの方法

を拡張したものにVoev　and　Lunde（2007）があ

る．また，Ubukata　and　Oya（2007）は，マイク

ロストラクチャー・ノイズを考慮して，Haya－

shi　and　Yoshida（2005）の方法に有意なバイア

スがあるかどうかを検定する方法を提案してい

る．

6．5　RVの非正規性と分散不均一性

　表2ではRVの各モデノレの残差のJB統計量

を計算しており，それによるとすべてのモデル

で誤差項の正規性は棄却されている．対数をと

らないRVそのものの分布に関しては，
Barndorff－Nielsen　and　Shephard（2002　a，　b）が

無条件分布について，Forsberg　and　Bollerslev

（2002）が過去のRVを条件とする条件付分布

について，いずれもInverse　Gaussian（IG）分布

でうまく近似できることを示している．Fors－

berg　and　Bollerslev（2002）は，具体的には，次

のGARCH－IGモデルがフィットが良いこと

を示している．

　1～γ｝1、匹＿1～IG（σ多，α），

σ穿＝zo＋βσ乳1＋α、配砺＿1

）
）
＝
」
塗
U4
4

（
（

ここで，IG（σ乳α）はIG分布を表し，その確率

密度関数は次のように与えられる．
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ノ（・）一，。1。多ノ・x・［引α葺多＋・器）］・（47）

ここでは，諺は真のボラティリティではなく，

1期前の情報∬‘一、に基づくR呂の期待値
E（Ry｝11、．1）を表している．

　これに対して，日次リターンをRVで基準化

したリターン凡／πの分布は標準正規分布

に近いことが知られ，ており，もしそれが正しく，

かつ上記のようにRVの条件付分布がIG分布

であるなら，日次リターンの条件付分布
∫（凡11H）はNormal　Inverse　Gaussian（NIG）

分布に従う（詳しくは，Forsberg　2002参照）．

ノ（凡隣一D一〃（昆臨）∫（副ムー1）幽

　　　　　～MG（6z，0，0，σ多）．　　　　　　　　　　（48）

ここで，1WG（α，0，0，σ多）はNIG分布を表し，

その確率密度関数は次のように与えられる．

∫ω一旦瓦（・σ4・＋（毒ア）

　　　　π　1＋（畜　　　　　　　　　　　）2

　　　　・…［・碧｛・7＋β（訓・＞q・多・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（49）

ただし，瓦（・）は次数1の第二種修正ベッセル

関数を表す．また，ここでは，日次リターンの

平均は0であると仮定している．

　このことから，Forsberg　and　Bollerslev

（2002）は，日次リターンのモデルとして，以下

のようなGARCH－NIGモデルを推定し，フィ

ットが良いことを示している．

　　　　1～ご＝σ露亡，g亡～1＞ZG（α，0，0，1），　　　（50）

　　　　　σ暑＝zo＋βσ…＿1＋α1～馨＿、．　　　　　（51）

　Forsberg　and　Bollerslev（2002）ではRVの

分散不均一性については考えていないが，RV

の非正規性は分散不均一性によってもたらされ．

ている可能性がある（渡部2000，1．4節）．そこ

で，Corsi，　Kretschmer，　Mittnik　and　Pigorsch

（2005）は，RVの分散不均一性と非正規性を両

方考慮したモデルを提案している．具体的には，

誤差項の分散不均一性をGARCHモデルで定

式化し，誤差項の分布をNIG（Normal　Inverse

Gaussian）分布にした次のようなHAR一

研　　究

GARCHモデルを提案している．

　　価「＝β。＋βlV皿＋β2》7齋

　　　　　　　＋．β3v禰＋z4‘，

　　　πご＝σf々，銑～！＞π⊇（α，δ，μ，δ），

　　　　　σ多＝zo＋βσ多＿1＋αz4多＿、．　　　　　（52）

ここで，MO（α，ろ，μ，δ）はNIG分布を表し，

その確率密度関数は次のように与えられる．

∫（9）一

　　　　π　1＋（9暑μア

　　　　・…［・｛卿＋β（弩μ）｝］，（53）

　　　　　δ＞0，α＞0，ろ∈（一α，α）．

ただし，z‘は平均0，分散1なので，

　　。一一ろ（・2≠2），δ一ろ（・2≠）3／2．

　　　　　　　α　　　　　　　　　　　　　　α

Corsi，　Kretschmer，　Mittnik　and　Pigorsch

（2005）はHARを用いているが，これ，をAR－

FIMA（X）モデルにするのは容易である．また，

RVの平方根をモデル化しているが，　RVその

ものやRVの対数値をモデノレ化することもで

きる．

。凡（・・》・＋（弩μ）2）

7．まとめと今後の研究課題

　本稿では，RVの研究のサーベイを行うとと

もに，日本の日経225株価指数のRVを計算

し，これまでに提案されているRVの時系列モ

デルの推定を行った．合わせて日次リターンを

用いたARCH型モデルの推定も行い，ボラテ

ィリティの予測精度の比較を行った．

　今後のRVの研究課題としては以下のよう

なものが挙げられる．

（1）高頻度の資産価格はマイクロストラクチャ

ー・ノイズを含むので，RVの計算ではその影

響をいかに小さくするかが重要になる．第2．2．

1節で述べたように，マイクロストラクチャ

ー・ mイズを軽減するためのRVの計算方法

は既にいくつか提案されているので，それらの

中でどの方法が最も有効であるかの比較は重要

である（Andersen，　Bollerslev　and　Meddahi

2006）．その場合，これまでに提案され’ている
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ほどんどの方法では，（4）式のように，マイクロ

ストラクチャー・ノイズη（∫）には自己相関が

なく，真の対数価格ρ（∫）とも相関を持たない

と仮定しているので22），これらの仮定が正しい

のかどうかについても分析する必要がある．

②　本稿で取り上げたRVの変動を表す時系

列モデルの中で，UCモデルだけが（19），（20）

式のような連続時間モデルを基礎としており，

そうした意味で，このモデルは重要である．そ

の一方で，連続時間モデルを基礎としているた

めに，このモデルを拡張する場合は連続時間モ

デルから修正しなければならないため，他のモ

デルと比べて拡張が容易ではない．しかし，今

後，例えば，マイクロストラクチャー・ノイズ

を考慮したモデル，RVそのものではなくその

対数値や平方根のモデル，ボラティリティ変動

の非対称性を考慮したモデル，RRVのモデル

などへの拡張は不可欠である．

（3）本稿では，UCモデル以外，　RVの対数値

の変動を定式化したが，RVそのものやRVの

平方根を定式化した場合と比較し，どれが望ま

しいのかを分析することも重要である．

Gongalves　and　Meddahi（2006）は，　Box＝Cox

変換を使って，RVの逆数を定式化をするのが

望ましいとの結果を示している．

（4）本稿のRV－ARFIMA（X）モデルの推定結

果から，日経225のRVも，先行研究同様，長

期記憶過程に従っていることが明らかになった

が，こうした長期記憶性は見せかけで，実際は

構造変化によってもたらされている可能性があ

る．そこで，RVの構造変化についての分析も

重要である．しかし，Bai　and　Perron（1998）テ

ストのような通常の構造変化のテストは長期記

憶過程に従うデータにはそのまま応用できない

ことが知られており（Lavielle　and　Moulines

2000），また長期記憶過程に従うデータに構i造

変化のテストを行うと，構造変化がなくても構

造変化が有意に検出されることが知られている

（Diebold　and　Inoue　2001）．そこで，長期記憶

過程の下でも頑強な構造変化のテストの開発が

望まれる，Liu　and　Maheu（2006）はHARモデ

ルにChib（1998）のベイズの手法を応用するこ
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とにより，RVの構造変化を分析している．

（5）本稿では，先行研究同様，日次リターンを

用いてARCH型モデルを推定すると，　RVの

時系列モデルを用いるより，ボラティティの予

測精度が悪いという結果が得られた．そこで，

日次リターンではなく，日中リターンを用いて

ARCH型モデルを推定した場合にボラティリ

ティの予測精度がどうなるかも興味深い．

Deo，　Hurvich　and　Lu（2006）は，　S＆P500につ

いて，日中の30分ごとのリターンを用いて長

期記憶確率的ボラティリティ変動（long－

memory　stochastic　volatility）モデルを推定し

ボラティリティを予測すると，日次RVを用い

てARFIMAモデルを推定した場合と，ほぼ同

等の予測精度が得られることを示している．た

だし，日中リターンのボラティリティには季節

性があるので23），日中リターンを用いて

ARCH型モデルや確率的ボラティリティ変動

モデルを推定する場合には，事前に季節性を除

去する必要がある．日中リターンのボラティリ

ティの季節性の除去については，Andersen
and　Bollerslev（1997），　Deo，　Hurvich　and　Lu

（2006）を参照のこと．

（6）本稿では取り上げなかったが，ボラティリ

ティにはオプション価格から計算されるインプ

ライド・ボラティリティがあり，インプライ

ド・ボラティリティの計算方法にも近年大きな

進展があった．ブラック・ショールズモデルは

満期までのボラティリティを一定と仮定するの

で，ボラティリティが変動するのであれば，ブ

ラック・ショールズモデルを用いて計算された

インプライド・ボラティリティは正しくない．

そこで，原資産価格にブラック・ショールズモ

デルのような特定のモデルを仮定せず，単に

（39）式のようなジャンプ拡散過程だけを仮定し

たモデル・フリー・インプライド・ボラティリ

ティ（MFIV）がBritten－Jones　and　Neuberger

（2000）やJiang　and　Tian（2005）によって提案

され，た24）．（39）式のジャンプ拡散過程ではボラ

ティリティは確率的に変動しても構わないので，

MFIVはボラティリティが変動する場合でも

問題ない25）．こうしたMFIVとRVの関係の
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分析は興味深い．MFIVは現在からオプショ

ンの満期までのボラティリティの投資家の予測

値なので，現在や過去のRVには含まれていな

い将来のボラティリティに対する情報を含んで

いる可能性がある．そこで，RVの時系列モデ

ルに説明変数としてMFIVを加えることによ

り，将来のボラティリティの予測精度が改善す

るかどうか分析することは重要である26＞．

Bandi　and　Perron（2006），　Christensen　and

Nielsen（2006）らは，　MFIVとRVの分数共和

分（fractional　co－integration）関係について分

析を行っており，Bollerslev　and　Zhou（2006）は

リスク・プレミアムやボラティリティ変動の非

対称性といったリターンとボラティリティの関

係をボラティリティにRVとMFIVを用いて

分析を行っている．また，MFIVはフォワード

中立確率測度の下での現在からオプションの満

期までのボラティリティの期待値なので，Bo1－

1erslev，　Gibbson　and　Zhou（2006），　Bollerslev

and　Zhou（2007）らは，　MFIVとRVの差をボ

ラティリティのリスク・プレミアムと定義し分

析を行っている．

　　　　　　　　　　　　　　　（一橋大学経済研究所）

　注

＊　本研究は一橋大学21世紀COEプログラム「社会科学

の統計分析拠点構築」および文部科学省特別研究促進費

「高頻度データを用いた日本の証券市場の計量分析」より助

成を受けている．一橋大学経済研究所の定例研究会参加者

から有益なコメントを頂いた．また原稿編集作業では一橋

大学経済研究所の羽生朋子さんに大変お世話になった．こ

こに記して感謝の意を表したい．本稿に残っている誤りは

すべて筆者の責任である．

　1）ARCH型モデルや確率的ボラティリティ変動モデル

について，詳しくは，Bollerslev，　Engle　and　Nelson
（1994），Ghysels，　Harvey　and　Renault（1996），渡部（2000）

を参照のこと．

　2）　η（s）に自己相関がある場合やη（s）とげ罪（s）との

間に相関がある場合については，Hansen　and　Lunde
（2006b）を参照．

　3）Andersen，　Bollerslev　and　Meddahi（2006）はこれら

の方法についてサーベイと比較を行っている．

　4）　休みの日数とボラティリティの関係については，渡

部（2000）の2．4．1節を参照．

　5）長期記憶過程やARFIMAモデルについて詳しくは，
Beran（1994）や矢島（2003）を参照．

　6）　より一般的には，dは負の値も取り得るが，本稿で

は非負の値に限定する．

研　　究

　7）　ゴ≧0．5の場合は，分散や自己共分散が発散するので

（9），（10）式のような自己相関係数を用いた定義とは整合的

でない．

　8）　詳しくは，渡部・佐々木（2006）の二二Cを参照．

　9）線形状態空間モデルやカルマン・フィルターについ

ては，Harvey（1989）を参照．

　10）　これは最も簡単なARCH（1）モデルであり，一般的

なARCH（のモデルは次のように表される．

　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　㎡＝甜＋Σのε呈一ゴ
　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1
　　　　　　z〃＞0，αゴ；≧0　（ノ＝1，2，．。．，（～）．

　11）　これは最も簡単なGARCH（1，1）モデルであり，一

般的なGARCH（ρ，のモデルは次のように表せる．

　　　　　　　　　　　ク　　　　　　　　な
　　　　　　諺＝ω＋Σβゴσ9一汁Σ偽ε…一ゴ，
　　　　　　　　　　　ト　　　　　　　ゴヨエ
　　躍＞0，βf，α，≧0　（ゴ＝1，2，．◎り」ウ：ノ＝1，2，．．．，（～）．

　12）　これは最も簡単なGJR（1，1）モデルであり，一般的

なGJR（ρ，のモデルは次のように表される．

　　　　　　　　ク　　　　　　　　　な
　　　　σ曇＝”＋Σβゴ（謬．汁Σ（偽十γゴD融）ε…一」，

　　　　　　　　ごヨユ　　　　　　　ゴヨエ
　　躍＞0，βf，偽，γゴ≧0　（ガ＝1，2，＿，ヵ；ノ＝1，2，＿，（7）．

ここで，ρ面はε婦が負であれば1，それ以外では0にな
るダミー変数．

　13）　これは最も簡単なEGARCH（1，0）モデルであり，

一般的なEGARCH（ρ，のモデルは次のように表される．
　　　　　　ク　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
ln（㎡）＝Z〃＋Σβ∫｛ln（σ9一、）一躍｝＋9（銑一瓦）＋Σψゴ9（銑一ゴー、）．

　　　　　　ゴ≡！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’＝【

ただし，

　　　ρ（銑＿ゴ＿1）　＝　θ£f＿ゴ＿1十γ｛12亡＿ゴ＿11－E（lZ卜」＿正1）｝．

　14）APGARCHモデルの統計的性質については，　Kar－
anasos　and　Kim（2006）を参照のこと．

　15）　これは最も簡単なAPGARCH（1，1）モデルであり，

一般的なAPGARCH（ρ，のモデルは次のように表される．
　　　　　　　　カ　　　　　　　　ヨ
　　　　σぎ＝”＋Σβfσぎ一ε＋Σ（る（1ε‘一，1一γ，εこづ）δ，

　　　　　　　　ごニ　　　　　　　　ゴコロ

ω，δ＞0，傷，βご＝≧0，一1〈γ，く1　（ガ；1，…，1）；ノ＝1，…，（～），

　16）詳細は，渡部・佐々木（2006）およびDing，　Granger

and　Engle（1993）のAppendix　Aを参照のこと．

　17）EGARCHモデルの定常性の条件は，1β1く1．また，

誤差項2ごの分布が左右対称であるとすると，GJR，　AP－

GARCHモデルの定常性の条件は，それぞれ以下の通り．
GJR：α＋β＋γ／2＜1，　APGARCH＝β＋α｛（1一γ）δ＋（1

十γ）δ｝E（12、．、1δ）／2〈1．

　18）　これは，FIEGARCH（1，ゴ，0）モデルであり，一般

的なF肥GARCH（ヵ，ゴ，のモデルは次のように表される．
　　　　　（　　P1一Σβゴ五ゴ　　ビ≡1）（1一蜘㈱一・｝

　　　　　　＝9（々一L）＋Σψゴ9（9ご一周）．

　　　　　　　　　　　ゴ＝1
ただし，

　　　9（9トゴー1）　＝　θ之ピ＿ゴ＿1十γ｛12直＿ゴ＿ll－E（lg亡一ゴーll）｝，

　19）詳しくは，Schoffer（2003）参照．

　20）具体的には，一橋大学COEプログラム「社会科学

の統計分析拠点構築」および文部科学省特別研究促進費

「高頻度データを用いた日本の証券市場の計量分析」で購入

したNEEDS－TICKデータを用いた．
　21）　東京証券取引所の取引は前場は11＝00まで，後場は

15＝00までであるが，NEEDS－TICKデータでは実際に取引

があった時刻ではなく日経225が算出された時刻が入力さ

れているため，東京証券取引所が電子化される前には11：00

や15＝00を超えていた．

　22）　唯一の例外はHansen　and　Lunde（2006b）で，彼ら

はこうした仮定が成り立っていない場合についても考えて



Realized　Volatility 371

いる．

　23）一般的に，市場が開いた時と閉まる時にボラティリ

ティが上昇することが知られており，昼休みのある日本の

株式市場では，昼休みの前と後もボラティリティが上昇す

ることが知られている．

　24）　ただし，Britten－Jones　and　Neuberger（2000）はジ

ャンプは考えていない．

　25）MFIVは，実際に，シカゴオプション取引所
（CBOE）のS＆P500のボラティリティリティ・インデック

ス（VIX）やドイツ株価指数（DAX）のボラティリティイ・

ンデックス（VDAX・NEW）の計算に用いられている．しか

し，これらの計算方法には問題点があることが，Jiang　and

Tian（2007）で指摘されている．　Nishina，　Maghrebi　and

Kim（2006），　Maghrebi（2007）が日本の日経225のMFIV

を計算しているが，VIXやVDAX・NEWと同様の方法で
計算しているので，やはりJiang　and　Tian（2007）の指摘が

当てはまる．

　26）渡部・山口（2006），Watanabe　and　Yamaguchi

（2007）は，日経225に関して，ブラック・ショールズモデ

ルを用いて計算したインプライド・ボラティリティを

ARFIMAXモデルの説明変数に加えてもボラティリティ
の予測精度は改善しないことを示している．
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