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多変量因子確率的ボラティリティ変動モデル

大　森　裕　浩

　本稿では危険資産の多変量時系列のモデルとして近年研究の進められている幾つかの多変：量確率的

ボラティリティ変動モデルについて取り上げ，拡張を行ったモデルについてマルコフ連鎖モンテカル

ロ法による推定方法を提案する．特に株式市場における多数の株式収益率のモデルでは，多変量確率

的ボラティリティ変動モデルに共通因子が潜在変数として導入されているため，パラメータや潜在変

数の個数が多くなり，最尤法による推定方法は困難である．また，この拡張されたモデルでは，株式

市場で観察されるボラティリティの非対称性を未だ考慮していない．このため本稿ではベイズ・アプ

ローチをとり，多変量因子確率的ボラティリティ変動モデルを非対称性を含むモデルに拡張し，効率

的なマルコフ連鎖モンテカルロ法を用いた推定方法を提案する．

1．はじめに

　確率的ボラティリティ変動モデノレ（stochas－

tic　volatility　model）は，危険資産の収益率のモ

デルとして広く使われており，GARCH（gener－

alized　autoregressive　heteroschedasticity）モ

デル等のボラティリティの変動を記述するモデ

ルと比較してあてはまりのよいことが知られて

いる．これまでは1変量の時系列のための確率

的ボラティリティ変動モデルの分析が研究の中

心であったが，近年は多変量時系列のための確

率的ボラティリティ変動モデルの研究が進んで

いる．

　1変量の確率的ボラティリティ変動モデルで

は，駈を’時点（’＝1，＿，η）の収益率とする

とき，

　　〃ピ＝exp（砺／2）ε診，　’＝1，．．．，η，

　ぬ渉＋1＝μ十φ（砺一μ）十εご，　’＝1，＿，η一1，

　　　　　島一∬（　　σ1μ・1一φ2），1φ1…

　　　（；：）一N（αΣ），Σ一（，瀞）

と定式化される．ここで砺はボラティリティ

の変動を表す潜在変数であり，平均をμとする

定常な1階の自己回帰過程に従うと仮定される．

また収益率駈とボラティリティ変数砺＋1は相

関を持つとし，その相関係数ρが負であるとき

非対称性があるという．株式市場においては’

時点の収益率が低下した場合，’＋1時点のボラ

ティリティが上昇するという現象が広く観測さ

れ’ており，これを非対称性あるいはレバレッジ

効果と呼んでいる．

　確率的ボラティリティ変動モデルでは，最尤

法を行うためには潜在変数砺に関してすべて

積分して尤度を求める必要があるが，砺の個数

がη個と多いために数値積分では正確な尤度

を求めることは困難である．したがってモンテ

カルロ積分により尤度を求めて最尤法を行う方

法やベイズ・アプローチに基づいてマルコフ連

鎖モンテカルロ法による推定を行う方法がとら

れている．モンテカルロ積分を用いる方法では

重点サンプリング法による方法がDanielsson

（1994）やLiesenfeld　and　Richard（2003）で紹介

され，ている．

　一方，マルコフ連鎖モンテカノレロ法では，ま

ず非対称性の無いモデル（ρ＝0）についてJac－

quier，　Polson　and　Rossi（1994）が，潜在変数砺

を1つずつサンプリングするというsingle

move　samplerを提案した．しかしサンプリン

グの効率性が非常に悪かったため，複数の潜在

変数砺をまとめてサンプリングするmulti－

move　samplerあるいはblock　samplerという
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方法がShephard　and　Pitt（1997）及び

Watanabe　and　Omori（2004）により提案されて

いる1）．また，異なるアプローチとしてKim，

Shephard　and　Chib（1998）は，〃‘の観測方程式

を二乗して両辺の対数をとり

　　　　　　109窮＝砺十109ε蕃，

と観測方程式を線形化し，更に誤差項logε睾を

混合正規分布で近似した．近似を伴うものの近

似精度は高く，Kim，　Shephard　and　Chib（1998）

は変換された線形ガウス状態空間を用いること

で非常に効率的な推定方法を実現しており，

mixture　samplerと呼ばれ，ている．これに対し

て非対称性がある場合（ρ≠0）には，Jacquier，

Polson　and　Rossi（2004）カミsingle　move　sam－

plerを2），　Omori　and　Watanabe（2007）は

block　samplerを拡張している．また，　Olnori，

Chib，　Shephard　and　Nakajima（2007）はmix－

ture　samplerを拡張し，　single　move　sampler

に比較してその効率性の高さを実証している．

　これらの1変量確率的ボラティリティ変動モ

デルは次のようにヵ変量時系列靴＝（〃1ご，＿，

〃ρ∂ノに拡張することができる．

　　翫一砕〆2ε、，

　y～／2＝diag（exp（乃1／2），．．．，exp（ぬρノ2）），

　　　　ん＋1＝μ十Φ（ん一μ）固執置，

　　　　　　　h1～轟（μ，Σo），

　　（；：）一興（α・），・一（離；〉

ただし，ボラティリティの変動を表す潜在変数

はヵ変量ベクトルんで平均はμである．Φは

ρ×ρ係数行列，（εオ，〆η1）’は2ヵ変量正規分布に

従い，Σ，、＝1である．基本的なモデルでは

　　Σηη＝diag（σ1，ηη，＿，の，ηη），Σ，η＝0，

　　　Φ＝diag（φ1，．．．，φρ）

と仮定される．基本的な多変量確率的ボラティ

リティ変動モデルは最初にHarvey，　Ruiz　and

Shephard（1994）によって提案され，パラメー

タの推定には擬i似最尤法が用いられた．その後，

Danfelsson（1998），　Smith　and　Pitts（2006），

Chan，　Kohn　and　Kirby（2006）等により，重点サ

ンプリングを用いたモンテカルロ積分に基づく

最尤法や，マルコフ連鎖モンテカルロ法による

推定方法が提案されている．またAsai　and

McAleer（2006）は非対称性を考慮してΣ，η＝

diag（ρ1σ1，幅＿，ρρσ勘η）と仮定してHarvey，

Ruiz　and　Shephard（1994）と同様な擬似最尤法

による推定を行っている3）．

　この基本的な多変量確率的ボラティリティ変

動モデルは，以下のように4×1共通因子ベク

トル五（σ〈ρ）を取り入れた拡張が行われ，多

変量因子確率的ボラティリティ変動モデルと呼

ばれている，

　　　　　　畝一石脇＋ylレ2ε，，

ただし8はρ×σ係数行列である．Pitt　and

Shephard（1999）は因子ベクトル五に多変量確

率的ボラティリティ変動モデルを仮定して

　　カ＝Dl〆2γ‘，

　1）ま／2＝diag　exp（（1zク＋1，ノ2），．．．，

　　exp（1zρ＋9，ノ2）），γご～∬（0，1），

とし，更にん＝（妬，＿，妬，妬＋1，亡，＿，妬＋qの’

は1階の自己回帰過程に従うとしてマルコフ連

鎖モンテカルロ法による推定方法を提案してい

る．このモデルはChib，　Nardari　and　Shephard

（2006）によって〃‘の誤差項に’分布，平均に

ジャンプ項を加えて一般化され，株式市場にお

けるポートフォリオのリスク評価に用いられて

いる．

　この他にも多変量時系列のボラティリティ変

動を説明するモデルには，共分散行列を直接モ

デル化するウィッシャート過程のモデル
（Philipov　and　Glickrnan（2006a），Philipov　and

Glickman（200b），　Gourieroux，　Jasiak　and

Sufana（2004））や多変量GARCHモデル等が

ある4）．また通常多変量時系列のボラティリテ

ィ変動モデルでは相関行列は一定とされるが，

相関行列が変動するダイナミック相関モデルも

ある（Engle（2002），Yu　and　Meyer（2006），Tsay

（2005），Kawakatsu（2006），　Asai，　McAleer

and　Yu（2006））．

　本稿では多変量時系列のボラティリティ変動

モデルの中で，多変量因子確率的ボラティリテ

ィ変動モデルを取り上げ，非対称性を考慮した

モデルに拡張してパラメータをマルコフ連鎖モ

ンテカルロ法により効率的に推定する方法につ
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いて提案する．以下第2節では，まず多変量因

子確率的ボラティリティ変動モデルのサーベイ

を行う．次に最も一般的なモデルであるChib，

Nardari　and　Shephard（2006）における，パラ

メータの事後分布からのサンプリング方法につ

いて紹介し，その方法の問題点について触れ’る．

第3節では非対称性を含んだモデルへの拡張を

行い，マルコフ連鎖モンテカルロ法による効率

的な推定方法を提案する．

2．多変量因子確率的ボラティリティ変動

　モデル

　基本的な多変量確率的ボラティリティ変動モ

デルでは，各時系列の分散は変動するが相関行

列は一定であることを仮定している．このため

最近では相関行列がダイナミックに変動するモ

デルが提案されており，相関係数や共分散行列

の確率過程が直接モデル化されている．しかし，

簡単な共通因子ベクトルを平均に取り入れるこ

とによっても相関係数のダイナミックな変動を

表現することができる．本稿では多変量確率的

ボラティリティ変動モデノレに因子を導入するこ

とで，相関係数の変動についても考慮すること

とする．以下では因子を含む多変量確率的ボラ

ティリティ変動モデルについて，まずボラティ

リティに因子を含むモデルを，次に平均に因子

を含むモデルについて取り上げる．

2．1ボラティリティの因子モデル

　最も単純なモデルはひとつの共通因子がボラ

ティリティを表現するものである．Quintana

and　West（1987）やJungbacker　and　Koopman

（2006）は勿を一次元の潜在変数とし，ボラテ

ィリティの共通因子を表すとし，

　　　駈一…（砺2）・・，・轟（腿），

　砺＋1＝μ十φ（砺一μ）十η‘，　η亡～∬（0，σ弓），

というモデルを提案した（ただし，Σ。、の（1，1）

要素は識別のために1とされている）．このモ

デルでは分散に関してパラメータが節約されて

おり，推定を比較的簡単に行うことができる反

面，相関係数が一定であり複雑な分散変動を単

337

純化しすぎるという欠点がある．

　Jungbacker　and　Koopman（2006）は重点サ

ンプリングを用いたモンテカノレロ積分による推

定方法を提案し，イギリス・ポンド，ドイツ・

マルク，日本円の米ドルに対する外国為替レー

トの収益率に適用している．このモデルではφ

の推定値は通常より低くなっており，多変量ボ

ラティリティの共変動を説明するのには不適切

である可能性が高い．

　これに対してHarvey，　Ruiz　and　Shephard

（1994）はモデルを線形化することで，更に一般

化された因子モデノレを提案している．まず伽

の対数をとって2伽＝log伽とし，ベクトル
既＝（ω塙＿，ωρ∂！について

　　　ωε＝　（一L27）1＋01観＋1虚一｝一ξオ，　　　　（1）

　　　1毎＋1＝1富‘十η亡，ηご～ノrg（0，∬），　　　　（2）

とした．ただし，る＝（ξ1亡，＿，ξρ∂〆及びん；

（加，＿，妬∂ノ（σ≦ヵ）である．因子負荷行列0

には

　　　　　　θ11　　0　　　　・一　　　　　〇

　　　　　　θ21仇2　㌦．　i

　　　　　　　i　●・．　㌦．　　O
　　　o＝　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　　θ91　　…　　　θq，9＿1　　θqg

　　　　　　θρ，1　　…　　　θρ，σ＿1　　θρ，9

始
　　　　　　乃ρ

と仮定をおき，ボラティリティの潜在変数ん

は酔歩過程にしたがうとした．Harvey，　Ruiz，

and　Shephard（1994）は疑似最尤法による推定

方法を提案し，さらに因子負荷行列の解釈をし

ゃすくするために，0＊＝OB’及び酵＝Rん（た

だしRは直交行列）となるように因子の回転を

行うことを薦めている．

　Tims　and　Mahieu（2006）も同様なモデルを

単純化して考えており，4通貨の外国為替レー

トの分析において日次レンジの対数値に応用し

ている．砺を第ゴ通貨の第ノ通貨に対する外

国為替レートのレンジするとき，ベクトルω＝
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（Z〃12，Z〃13，ω14，Z〃23，ω24，ω34）’について次のよう

に単純な線形状態空間モデルを考えている．

　　　ω渉＝c＋、翫‘＋ξ亡，ξご～ノゼ6（0，Σξξ），

　　hご＋1＝diag（φ1，．．．，φq）h亡十η直，

　　　　　η亡～∬q（0，Σηη），

ここで。は6×1ベクトルで平均を，Σηηは対

角行列で共分散行列を表す．またん一（妬，．．．，

伽）■であり，その要素妬は第ノ通貨の’時点

における潜在因子である．Zは通貨間の関係

を表す行列で

　　　　　　　　1　1　0　0

　　　　　　　　1　0　1　0

z＝ 0
1
1
0

1
0
0
0

1
0
1
1

とされる．Tims　and　Mahieu（2006）では誤差

項に正規分布を仮定することで，線形ガウス状

態空間モデルとし，パラメータの推定をカノレマ

ン・フィルタを用いて行っている．

　一方，Ray　and　Tsay（2000）はボラティリテ

ィの因子が長期記憶性を持つと考えてんが実

数士分過程に従う次のようなモデルを提案して

いる．

　9‘＝　y≧1！2εご，y1〆2＝diag（exp（z｛h／2），．．．，

　　．exp（場ん／2）），

　（1一五）dん＝η診，εオ～躍ρ（0，Σεε），

　　　ηご～ノゾq（0，Σηη），

ただし，銑（ガ＝1，＿，のはσ×1ベクトル（σ＜

ρ）である．Ray　and　Tsay（2000）では，観測方

程式をHarvey，　Ruiz，　and　Shephard（1994）に

おけるように対数をとることで線形化して長期

記憶性の仮説検定を行っている．この他，ボラ

ティリティに因子を導入するモデルには，やや

上述のモデノレとは異なるアプローチであるが，

Calvet，　Fisher，　and　Thompson（2006）による多

変量マルコフ・スイッチング・因子マルチフラ

クタル・モデルがある．

にダイナミックな変動を持たせることができる．

例えば次のような共通因子を持つ2変量モデル

を考える．

　　　9、一厩＋D，ε，，

　　Dご＝diag（exp（砺ノ2），exp

　　　　　（ぬ，ノ2）），ε，～∬ρ（oノ），

　　　〆｝＝exp（乃3¢／2）γ診，　γ亡～ノゾ（0，1），

ぬご＋1＝μ十Φ（ん一μ）十η亡，　η6～ノゼ3（0，1），

ただしわ＝（1，ろ2、）〆である．このとき駈の共

分散行列は

　　　剛訊）一のΦ（乃3‘）（謡；1）

　　　　　　　　exp（ぬ1ご）　　　　　　　＋（。

であるから，相関係数は

Co7γ（〃1ご，〃2‘）

　　　　　　　　　わ21

品）〉

2．2平均の因子モデル

　多変量確率的ボラティリティ変動モデルの平

均に共通因子を導入することにより，相関行列

　　｛1－exp（ぬ1ご一ぬ3∂｝｛房1十exp（乃2‘一調3亡）｝

となり，時間と共に変動している．以下では多

変量因子確率的ボラティリティ変動モデルにつ

いての幾つかの先行研究について取り上げる．

　Pitt　and　Shephard（1999）は多変量収益率の

時系列駈に共通因子五を次のように導入し，

疏の誤差項と，五の要素が独立に確率的ボラ

ティリティ変動モデルに従うとした．

駈＝町，＋y～12ε，，ε，～轟（0，1），

五罵1）｝〆2γ，，　γご～ノゾq（0，1），

ん＋1＝μ十Φ（ん一μ）

　　　十ηご，η，～ノ怖＋q（0，Σηη）

ただし

呂＝diag（exp（乃1∂，＿．，exp（乃ρ∂），

）
）0
0
4

（
（

（5）

（6）

D¢＝diag（exp（乃ρ＋1，∂，．．．，exp（ぬρ＋9，∂），（7）

　Φ＝diag（φ1，．．．，φρ＋q）　　　　　　　　　　　　（8）

Σηη＝diag（σ1，ηη，＿，の＋q，ηη）　　　　　　　（9）

及びん＝（妬，＿，妬諏ρ＋1，‘，＿，妬＋q，∂ノであ

る．また識別性のためにρ×σ因子負荷行列8

の要素は傷置0（ゴくノ，ゴ≦：の，翻＝1G≦：のと

している．8及びカが与えられたときには，

他のパラメータの推定は1変量の確率的ボラテ

ィリティ変動モデルと同様になる．

　同様なモデルはJacquier，　Polson，　and　Rossi

（1999）やLiesenfeld　and　Richard（2003）も考え
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ているが，呂＝yと誤差項の分散は一定とい

う制約がある．Jacquier，　Polson，　and　Rossi

（1999）はマルコフ連鎖モンテカルロ法による推

定を行ったが，妬をサンプリングする際に

single　move　samplerという方法で行っている．

この方法は，得られる標本の確率分布が事後分

布に収束する速度が遅いことが知られているの

で，Pitt　and　Shephard（1999）では，効率性の高

いことで知られているKim，　Shephard，　and

Chib（1998）の混合正規分布による近似に基づ

くサンプリング方法や，Shephard　and　Pitt

（1997）によるblock　samplerによる方法を用

いている．一方，Liesenfeld　and　Richard

（2003）は，彼らの提案する効率的重点サンプリ

ング法により，最尤推定量が得られるとしてい

る．

　Chib，　Nardari，　and　Shephard（2006）は，　Pitt

and　Shephard（1999）のモデルを更に拡張して

ジャンプ項を導入し，また誤差項ε亡に裾の厚

い分布である’分布を考慮している．このモデ

ルは次元の非常に高い多変量確率的ボラティリ

ティ変動モデルを想定した最初の一般的なモデ

ルであり，その詳細については次節で説明する

こととする．

　これに対してLopes　and　Carvalho（2006）は

Pitt　and　Shephard（1999）やAguilar　and　West

（2000）のモデルの拡張を，因子負荷行列Bが

時間を通じて変動する場合と，So，　Lam，　and

Li（1998）におけるように共通因子五のボラテ

ィリティの水準がマルコフ過程に従ってスイッ

チする場合について行い，次のようなモデルを

考えている．基本的なモデルの式（4）一（7）に加

えて

　　馳＝8轟＋y112ε，，ε、～脇（0，1），

　h｛＋1＝μ聖壇Φ硫｛十η凱η‘～ノザ9（0，Σ病），

　　雇＝（砺＋1，ピ，＿，乃ρ＋qの’，

　μ蕊＝（μ8‘，ρ＋1，．．．，μs‘，ρ＋q）ノ，

　　Φプ＝diag（φρ＋1，．．．，φρ＋q），

とし，Σ6，は非対角要素が必ずしも0ではない

共分散行列とする．また因子負荷行列vec（B∂

の要素の中で制約のない島を並べた幻一σ（4

十1）／2のベクトルbF（∂21，オ，ろ31あ．．．，δρq，∂’
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に対しては1階の自己回帰過程を考えている．

Lopes　and　Carvalho（2006）は，このモデノレを米

ドルに対する6つの通貨（ドイツ・マルク，イ

ギリス・ポンド，日本円，フランス・フラン，

カナダ・ドル，スペイン・ペソ）のスポットレ

ートの日次終値の収益率（因子の個数は3）や，

ラテンアメリカの4つの株価指数の日次終値の

収益率（因子の個数は2）に対して適用している．

　Han（2006）もPitt　and　Shephard（1999）と

Chib，　Nardari，　and　Shephard（2006）のモデル

を拡張して，因子五が次のように1階の自己

回帰過程に従うと仮定した．

　五一。＋且五．1＋D112γ，，γ，～∬，（0，1）．（10）

推定方法はChib，　Nardari，　and　Shephard

（2006）に基づいており，さまざまなポートフォ

リオのリスク評価を行うために36銘柄の株価

の収益率のデータに応用をしている．

2．3CLib，　Nardari　and　Shephard（2006）の

　　モデルのベイズ分析

　本節では，現在提案されている最も一般的な

多変量因子確率的ボラティリティ変動モデルで

あるChib，　Nardari，　and　Shephard（2006）のモ

デルとその推定方法について説明するとと共に，

推定方法の問題点について考察する．まず収益

率訊のモデルは

　　　翫＝β荒＋K，α、＋y～〆2五zlε，，

　　　　　ε、～轟（0，∬），　　　　　（11）

　　　　　Z』＝diag（λ診，．．．，λρ‘）

であり，呂は式（6）で与えられる．またε，と

ヵは条件付に独立な正規分布に従うとし

（yll〆2εご五）臥・軌・恥一塩幽（㍑）｝

とする．ただしD‘は式（7）で与えられる．

　因子負荷行列8にはすでに述べた識別性の

ための制約を置いて，βをβのなかの制約の

ないパラメータとする．βの事前分布は

　　　　　　　β～∬（β。，r。）

とする．α，はρ個の独立なべノレヌーイ分布に

従う確率変数からなるベクトルで，各要素伽

の確率変数は，κ，をパラメータとするベルヌー

イ分布に従い（σπ～」88究（κ，）），確率関数
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　P7（σ誕＝1）＝κゴ，Pγ（σπ＝0）窩1一κゴ，

を持ち，各収益率におけるジャンプの有無を表

している．そのジャンプのサイズについては

KFdiag（々1‘，＿，々ρ∂によって与えられ，㍍

＝log（1＋々のと変換して

　ζκ＝log（1十々ゴ亡）～　∬（一〇．5δ多，δ9），ノ≦ヵ

と仮定し，諺の事前確率密度関数をπ（鍔）（ノ＝

1，＿，ρ）とおく．

　最後に誤差虹鱒＝y11／2Z【zlεごの各要素は骸

が与えられたときに，

炉・認・・xp（耐2）・・，ル響9（穿号），

　’＝1，2，。．．，π．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

であるとし，従って誤差項が自由度めの’分

布に従うモデルを考える（1次のモーメントを

持つようにン，＞2とする）．

　このモデルにおけるパラメータ数は以下のよ

うに非常に多い．まずβの要素数は勿一（ゲ

＋の／2であり，確率的ボラティリティ変動モ

デルに対応するパラメータ⑦＝（φ，，μゴ，の）（1≦

ノ≦：ρ＋のが3（ρ十4），更にレ＝（レ、，＿，レρ）が

ρ個，κ＝（κ1，＿，κρ）が力個，δ＝（δ1，＿，δρ）が

ρ個である．すべてのパラメータをψ＝（β，θ1，

＿，θρ，レ，δ，κ）で表記するとρ＝50，σ＝8のと

きψの次元は688となる．またこのモデルに

は潜在変数も多い．例えば誤差項と因子のボラ

ティリティの潜在変数毎はπ（ヵ＋の個あり，

ジャンプの有無｛α♂｝とサイズ｛鳥｝に関連する

潜在変数は2砂個，裾の厚い分布を表すための

潜在変数｛λご｝は勿個ある．

　このように潜在変数及びパラメータ数が非常

に多いため，尤度の計算を繰り返し行う最尤法

による推定は非常に困難であり，Chib，　Nar－

dari，　and　Shephard（2006）ではマルコフ連鎖モ

ンテカルロ法により推定を行っている．以下で

は同時事後確率密度関数を

　　　π（β，ノ，θ，ぬ，レ，λ，δ，κ，ζ，α19），　（13）

とする．ただし∫＝（ム＿，プ㌔），θ＝（θ1，．．．，

θρ＋9），θノ＝（μノ，φ5，（巧，ηη）ノ（ノ＝1，．．．，1）十｛7），h＝

（hl，＿，　hη），レ＝（ソ1，＿，レρ），λ；（λ1，＿，λη），

λ亡＝（ノhε，．．畳，λρご）’，（’＝1，．．．，η），δ＝（δ1，＿，

δρ），κ＝（κ1，．．．，κρ），ζ＝（ζ1，．＿，ζη），ζ‘＝（ζ1ご，

研　　究

＿，蜘ご）’，（’＝1，齢．．，η），α＝（α1，＿，α。），α‘＝

（α1‘，．9，，（～ρご）’（’＝1，．．．，η），である．同時事後

分布からマルコフ連鎖モンテカルロ法によりサ

ンプリングするために以下の8ステップでサン

プリングする．

　Step　1．β～π（βlh，λ，ζ，α，　g）を発生させる．

　Step　2．五～π（五1β，　h，，ん，ζ，，α‘，〃∂を発生

　　　　させる（’＝1，＿，π）．

　Step　3．（θ，苑）～π（θ，　hlβ，ノ，λ，ζ，α，〃）を

　　　　mixture　samplerを用いて発生させ

　　　　る．

　Step　4．坊～π（レ」β，ノ，　h，ζ，α，〃）を発生させ

　　　　る（ノ’＝1，。．．，2ウ）．

　Step　5．λπ～π（λゴ‘iB，∫，島，，ンゴ，ζノ亡，（1π，〃ゴ∂

　　　　を発生させるσ＝1，＿，ρ，’ニ1，＿，

　　　　η）．

　Step　6．（δ，ζ）～π（δ，ζIB，ノ，　h，λ，〃）を発生

　　　　させる．

　Step　7．κ，～π（κ，14あ〃）を発生させるσ＝1，

　　　　＿，ρ）．

　Step　8．（1，，～π（（1ゴ」β，∫，島‘，坊，るご，紛，〃，のを

　　　　発生させる（．ノ＝1，．．．，1），’＝1，．．曾，η）．

Step　1．βのサンプリング．

　同時事後確率密度関数からヵを積分すると，

βの条件付事後確率密度関数は

　　　　　　　　　　　　カπ（β匝，ζ，9，λ，〃）㏄π（β）Hん（〃診ljK亡9‘，Ω∂，

　　　　　　　　　　　‘＝1
となる．ただしπ（β）は事前確率密度関数で，

ん（〃置1μ，Σ）は平均μ，共分散行列Σの正規分

布の確率密度関数を表し

　　　　　Ω亡＝yl＊十」8Dβ’，

　　　　y｝＊＝　y」（三）diag（ノ【費1，．，。，ノ15～）．

である．ただし0は要素ごとの積を表す．

Chib，　Nardari，　and　Shephard（2006）は，βのサ

ンプリングを独立連鎖のメトロポリスーヘイス

ティングス（M－H）アルゴリズムにより次のよ

うに行う．提案分布は自由度”＝15の多変量’

分布7（β1β，Σ，のとし，βは対数事後確率密

度

　　　　　　　め　　　1（β）＝Σ109ル（〃‘IK診α診，Ω∂

　　　　　　　ご＝1
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　　　　　一・・n・・一櫓1・gl仙1

　　　　　　一櫨（〃亡一」Kfαf）’

　　　　　　Ω！1（〃rK亡α‘）

の近似モード，Σは

　　　　　・一一｛辮レ、｝一1

である5）．したがって，現在の点をβとすると

き，候補β＊～7（β，Σ，のを発生し，確率

　　　　　μ（β，β＊lh，ζ，9，λ，〃）

一m・・｛1・誓、舞宍雛雅≒諾灘儲鰐｝・

で採択すれ’ばよい．ただし方（β［β，Σ，のは

（β，Σ）をパラメータとする自由度レの’分布

の確率密度関数である．

Step　2．｛ノ亡｝のサンプりング．

　｛ノご｝の条件付事後分布は正規分布であり，

　　プ㍉1β，ん，ん，ζf，αf，〃f～∬9（五，F‘），

　　　五＝Fβ’（yl＊）一1（〃rKピ9‘），

　　　F‘＝｛8〆（yl＊）一IB十D『1｝一1

と発生すればよい（’＝1，＿，η）．

Step　3．θとぬのサンプリング．

まず擁を

・・一｛漁　一極P㈱一1｝伽］’1＝論：％，

と定義する．ただし砺は飢＝町亡の第ノ要素

である．伍｝が与えられたとき，駈の誤差項は

条件付独立となり，擁を観測値とするρ＋σ個

の確率的ボラティリティ変動モデノレ

　〃誰＝ε，ごexp（島ノ2），ε5ご～∬（0，1），

傷’酔1＝μブ十φ’（乃あ一μ」）十ηπ，η霞～ノゼ（0，1），

を得る．このときKinl，　Shephard，　and　Chib

（1998）に基づいて，観測方程式の両辺の対数値

をとり局Flog擁2とすると6）

　　　　　　る亡＝島，十109ε3亡，

となるので，10g轟を7つの混合正規分布で近

似することを考える．混合正規分布の成分を表

す潜在変数をsπとすれば，sμが与えられたと

き

　　勧＝砺‘十彿。ゴ、十ε夷，麟～∬（0，鴫，），

341

　　　島，ご＋1一μ，＝φゴ（島，ま一μゴ）十η粛，

　　　ηゴ亡～∬（0，σ霧η，ゴ），ノ　＝　1，．．．，ρ十（7，

と線形ガウス状態空間モデルを得る．ここで

亀は確率関数Pr（∫π　　Z）＝ρごα＝1，＿，7）をも

つ離散確率変数で，（ρ、，〃z。，、，θ§，‘）はChib，

Nardari，　and　Shephard（2002）で与えられてい

るη．8＝（Sll，　・曾・，sρ十q，η），θ，尭の事後確率密度

関数は

　　　　　　　　　ア　ヨ　　π（8，θ，hレ）＝nπ（8ブ．，ρゴ，　h，．1ろ．），

　　　　　　　　　’＝1
ただしs，．＝（∫ゴ1，＿，s，π）ノ，h，．＝（島b＿，鵡π）’，

z，．＝（ろ1，＿，るπ）’，と書くことができるので，

各ノごとに1変量の確率的ボラティリティ変動

モデルを考えて以下のように（8，．，傷・，ん．）をサ

ンプリングすればよいG＝1，＿，ρ十σ）．

（1）　sブ．は条件付事後確率関数

ρ（sゴ，k、，，砺∂㏄π（∫，，）ん（副飯＋〃z。、，，び書，，），

　　を用いて離散確率分布からの乱数発生を行

　　えばよい（’＝1，＿，切．

（2）　傷はん．に関して積分した事後確率密度

　　関数
　　π（θノレゴ．βゴ．）。・π（のρ（ろ．ls5．，の，

　　を用いて独立連鎖のM－Hアルゴリズムを

　　行う．ただしπ（のは傷の事前確率密度

　　関数であり，ρ（みISゴ．，のは線形ガウス状

　　態空間モデルのためのカルマン・フィルタ

　　により計算することができる．

（3）　　九ゴ．はde　Jong　and　Shephard（1995）や

　　Durbin　and　Koopman（2002）による線形ガ

　　ウス状態空間モデノレのためのシミュレーシ

　　ョン・スムーザによって発生する．

Step　4．レのサンプリング．

　’分布の自由度ンゴの条件付確率密度関数は，

事後確率密度関数をんに関して積分すると

　　　　　　　　　　　　　　　　π（レブ1β，ノ，h，ζ，α，〃）α：π（レゴ）n方（〃ブ、［απ

　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
十｛exp（ζ尭）一1｝（1μ，exp（島‘），レ5），　　　　　　（14）

であり，βのサンプリングと同様なM－Hアル

ゴリズムを行えばよい（ノ＝1，＿，カ）．
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Step　5．λのサンプリング．

　福の条件付事後分布はガンマ分布であり

　　λ・1β，〃・，癒，卿・，一9（誓1，

め＋（〃ゴご一αゴ孟一（exp（@　　　　2exp（島ご）・）一1）伽））2 j
と発生すればよい（ノ＝1，．．．，1），≠＝1，．＿，η）．
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　　　Step　7．κのサンプリング．

　　　　紛の条件付事後分布はベータ分布であり．

　　　　　　κブ1σ，．～β（Z40，十多21ゴ，　Z41ゴ十η0ゴ）

　　　と発生すればよい（ノ＝1，＿．，」ウ）．ただしηoゴは

　　　卵＝0となる個数でηu＝η一ηoゴはσ」F1とな

　　　る個数である．

Step　6．（δ，ζ）のサンプリング．

　酵とζン．＝（ζll，＿，ζノ。）の同時事後確率密度

関数は

　　　　　π（δ罫，ζノ．18，ノ，ぬ，λ，9）

　　　　　れ　⊂x：π（努）n／lv（3！ゴォ1α5ガ十（exp（ζノ∂一1）の‘，

　　　　　‘＝l
　exp（傷∂λ丑1）〆｝v（ζノ亡1－0．5（謬，δ多）

である．Chib，　Nardari，　and　Shephard（2006）

は，金融時系列でジャンプのサイズ戯の値は

小数で観測される小さな値なので緑＝exp
（ζκ）一1駕ζκと近似できるして，同時事後確率

密度関数を

　　　　　π（醇，ζゴ．IB，ノ，　h，λ，α，〃）

　　　　　　　　　　だ　　㌶const×π（醇）Hル（〃5f　lαゴ回る吻‘，

　　　　　　　　　亡＝1
　　　exp（島∂λ丑1）〆lv（ζノ‘1－05（罪，δ多）

とし，さらにこれをζノ‘に関して積分した酵の

周辺事後確率密度関数を求めて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　れπ（δ劃B，ノ，ぬ，λ，α，〃）舘const×π（δ9）Hん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご嗣1
（のf－0．5諺（1π，（解（7多ご十exp（島∂λ丑1）

をβのサンプリングのようにM・Hアルゴリズ

ムを用いて近似分布からのサンプリングを行な

う．次にζκを，房を所与としてサンプリング

する．

　（i）伽＝oのときには鰍の事後分布は事前

　　　分布と同じになるので
　　　　　σゴ刈δ9～ノゾ（一〇．5δテ，δ多）

　　　と発生する．

　（ii）　σ，f＝1のときには

　　　αゴご1δ9，砺ご，λゴf，〃π～∬（Ψゴ‘（一〇．5十

　　　exp（一妬）んf〃，∂，Ψ」∂，

　　　Ψ露＝（δ∫2十exp（一三）λゴ∂一1

　　　と発生すればよい．

Step　8．αのサンプリング．

　㊨の事後確率関数は
π（（1π＝11β，ノ，島ピ，レゴ，ζンォ，κ，，〃5∂c（κ，ノ’7

（擁ご1α，亡十｛exp（ζκ）一1｝，exp（砺の，め），

π（（1露＝Olβ，．プ，島‘，レ，，る‘，κ，，〃ゴの（x＝（1一κゴ）∫T

（〃ゴ‘1α，ご，exp（傷の，レゴ），

であるから，これを用いて離散確率分布からの

乱数を発生させればよいσ＝1，＿，ρ，’＝1，＿，

η）．

2．4　Chib，　Nardari　and　Shepkard（2006）に

　　おける問題点

　Chib，　Nardar，　and　Shephard（2006）のモデ

ルでは，いくつかのパラメータのサンプリング

において事後確率密度関数に関する近似を行っ

ている．一つはStep　3における（θ，1ののサン

プリングであり，誤差項の分布である対数カイ

ニ乗分布の混合正規分布による近似である．も

う一つはStep　7におけるζκの事後確率密度関

数の一部線形近似である．Chib，　Nardari，　and

Shephard（2006）は，これらの近似により非常

の効率的なサンプリング方法を実現しているが，

本来近似分布を用いてサンプリングする場合に

は，M－Hアルゴリズムにおいて真の分布に対

する補正をしなければならない．しかし，ここ

では補正をしていないので，現実には非常に近

似がよいとはいうものの，やはり補正を行う必

要があるといえる．

3．非対称性のある多変量因子確率的ボラティ

　リティ変動モデル

3．1　モデル

　本節ではChib，　Nardari，　and　Shephard

（2006）の多変量因子確率的ボラティリティ変動

モデルにおいて，共通因子と誤差項の双方に非
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対称性のあるモデルを考え，マルコフ連鎖モン

テカルロ法による推定方法を提案する．ただし

誤差項の多変量’分布についてはYu　and
Meyer（2006）の実証分析では，　Chib，　Nardari，

and　Shephard（2006）で用いられた，馳の要素

ごとに潜在変数を用いる分布よりも駈に潜在

変数を一つ用いる分布のあてはまりがよいとい

う結果に基づいて，以下のように後者を仮定す

る．

　　　　〃‘＝正ミプ1、一｝一、K‘9，十λ≡『112レi》2εlf，　　（15）

　　　　ノ』＝　％》2ε2亡，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

　　　αf＋1＝Φα‘十η亡，　　　　　　　　　　　　　（17）

（；り一痂・（αΣ）・Σ一（碁：；妻：；）・

　　’＝1，＿，η，

偽1～∬（0，の，。ε／（1一φ多）），ノ＝1，＿，ρ匂，（18）

　　　　　　　・・一9（レン2’2），　（19）

　σゴ亡～β8フ2（κゴ），ζン亡≡lo9（1十鳥∂～

　　ノゾ（一〇．5δ多，δテ），　ブ＝1，．＿，ρ，　　　　　　　（20）

ただしε診＝（翫，錫ア及び

　呂＝diag（yi亡，　yをの

　　　＝diag（exp（α1∂，．．．，exp（αρ＋qの），　（21）

　Φ＝diag（φ1，．．．，φρ＋q）

Σεε＝diag（σ1，，ε，＿，σρ＋q，，ε）

Σηη＝diag（σ1，ηη，＿，σρ＋q，ηη）

Σ，η＝diag（ρ1σ是！ξ，σ鍔η，＿，ρρ＋σσ辞q，，，

　　　σム望q，ηη），

（22）

（23）

（24）

（25）

である．係数行列βについてはChib，
Nardari，　and　Shephard（2006）におけるように

識別性のために

　　　　　　ろか＝0，かくノ，ゴ≦σ

　　　　　　うだ＝1，ガ≦σ．

という仮定をおく．βをBにおける制約の無

いパラメータのベクトルとすると，モデルのパ
ラメータはβ，κ＝（κ1，＿，κρ），δ＝（δ1，＿，δρ），

レ，φ＝（φ1，．．．，φρ＋q）及び

帳面（　　の，εε　ρゴ（号！ξ，（脇ρメ君焔、（号！3η　　　の，ηη），ノー1・・…ρ＋・

となる．パラメータの事前分布を

　　　β～∬（β。，r。），レ～9（窺ざ，S8），

κ，～β（ゐ，酷），δ多～9（〃z島，S＆），ノ＝1，＿，ρ，
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　　　φ’茅1～β（α＆，硲），

　　　Σ，～Z〃＠05，Σoゴ），ノ＝1，．。．，ρ十σ，

とおくと，同時事後確率密度関数は
　　　π（β，ノ，φ，｛Σゴ｝賀f，α，レ，λ，δ，κ，ζ，α，1〃）

縞1匡ゆ卿
　　　　　1
　×exp－7

｛禽…＋（貨伽）＋ω；（nΣPl）一1砺・｝（26）

　　　　　　　ク　　　　　　　　　　　クキヨ
×π（β）π（レ）Hπ（κ，）π（δテ）×Hπ（φゴ）π（Σゴ）

　　　　　　’二1　　　　　　　　　　　5＝1

勘一
i識〉’一L一一L

既一
i駒堀飾〉

＾一
i弓曝1＞’一L一岨

厚G織望叢ε〉
となる．ただし，π（β），π（レ），π（κ」），π（δめ，

π（φの，π（Σ」）はそれぞれのパラメータのの事

前確率密度関数を表すとし，λ＝（λ1，＿，λ。）す

る．

3．2　マルコフ連鎖モンテカルロ法による事後

　　　分布からのサンプリング

　同時事後分布からマルコフ連鎖モンテカノレロ

法によりサンプリングするために以下の9ステ

ップでサンプリングする．

　Step　1．β～π（β1φ，｛Σレ・｝｛竺～，α，λ，ζ，α，9）を

　　　　　発生させる．

　Step　2．ノr，～π（プ㍉1β，φ，｛Σし・｝狸’，α，λ，ζ，σ，

　　　　　g）を発生させる（’＝1，＿，η）．

　Step　3．　（φ，｛Σし・｝衆’，α）～π（φ，｛Σレ・｝賀，α1β，

　　　　　五，λ，α，g）を発生させる．

　Step　4．レ～π（レ1λ）を発生させる．

　Step　5．λf～π（ん1β，ノ‘，φ，｛Σレ・｝雍1，αご，レ，ζ‘，

　　　　　α診，gご）を発生させる（’＝1，．．．，72）．
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　Step　6．張～π（ζ｝亡「β，プ「ご，φ，｛Σレ・｝タL1，αご，レ，ん，

　　　　α‘，g∂を発生させる（ノ＝1，＿，ρ，’

　　　　＝1，＿，η）．

　Step　7．δ多～π（δ劉ζ）を発生させる（ノ＝1，

　　　　＿，ρ）．

　Step　8．κ，～π（κ，1σブ，〃）を発生させる（ノ＝1，

　　　　＿，ρ）．

　Step　9．σ，‘～π（（7ゴf　lβ，五，φゴ，Σゴ，偽ピ，λ‘，κ，，

　　　　彰‘，伽）を発生させるσ＝1，＿，ρ，’

　　　　＝1，＿，π）．

以下では各ステップについて詳細に見ていく．

Step　1．βのサンプリング．

　五に関して積分したβの事後分布からサン

プリングをし，続けて五をサンプリングする．

βの周辺事後確率密度関数は，次のように与え

られる．Pごを

　　　　n一（角：〉

　　　凡＝（0，艘2，0），

　　　ムイ伽署㌘1＞

　　　　’＝1，＿，η一1，

　　　ハ。一（0，艘2，0），

　　　凸。＝（λ露112yi瑳2，　B％房2，0），

と定義し，

　　砺（£画塾岨…・・一1・

　　あπ＝〃η一Kπαη

とおくと

　　π（β1φ，｛Σゴ｝碧’，α，λ，ζ，α，〃）

　　　　　れ　　OCπ（β）rI　l乃，Σ拷ごレ1〆2

　　　　　f＝1
　　　・・xp一麦｛激語（1㌔Σ1｛、）一1莇」（27）

を得る．もしΣ。η＝0ならば

　　　π（β1φ，｛Σ，｝碧’，α，λ，ζ，σ，〃）

　　　　　の　α：π（β）rl　1々11んΣ1．。ε＋81ノを，Σ1，εεB’r112

　　　　　‘＝1

　　・・x・一吉｛嵐（9‘一、Kfα亡）・（醐・Σ璃

＋砺・に8）→（勲一Kご9亡）｝

研　　究

となる．従ってM・Hアルゴリズムによりβの

サンプリングを行えばよい．βの次元があま

り高くない場合には次のような独立連鎖を用い

る．まず対数条件付事後密度関数を最大化する

モードβを求めて，βの周りで正規分布によ

る近似を行い，これを提案分布とする．π（βト）

を式（27）の条件付事後確率密度関数とすると，

候補点β。を提案分布により

　　　　　　βc～∬（μ＊，Σ＊）

ただし

　　　・・一｛一ヂ1騒眞’）」㌧

　　　μ・一β＋Σ・∂109譲β’）Lβ

と発生してM－Hアルゴリズムを行えばよい．

　もしβの次元が局い場合にはモードβを求

める時間がかかるために，モードを求めずに次

のような酔歩連鎖を行うと良い．例えば，現在

の点をβ。とするとき，候補点β，を

β一∬（β。，cΣ＊）・7一一 oヂ1鰯多’）齢ダ

と発生させればよい．oはチューニングパラメ

ータで，得られるMCMC標本の非効率因子の

値が低くなるように調整すればよい．

Step　2．ノのサンプリング．

　同時事後確率密度関数（26）から，他のパラメ

ータが与えられた時の五の条件付事後分布は

正規分布になる．したがって以下のようにカ

をサンプリングすればよい（’＝1，＿，η）．

ノ1～∬9（μノ，Σノ），

Σ∫＝1】i‘Σ1㌦一PレΣP6‘（凸‘ΣP巨∂一IPh，Σ1】｛亡，

μノ＝」R¢Σ、P≦‘（ムΣ、砿）『1亀，

Step　3．φ，｛Σゴ｝狸’，αのサンプリング．

　φ，｛Σ，｝賀’，α以外のパラメータが与えられた

ときに，ず＝駈一町，一盈α、とすると条件付事

後確率密度関数は

　　　π（φ，｛Σ」｝賀f，α1．プ，β，λ，ζ，σ，〃）

㏄1・r耀…p一覧｛自（ρ十qΣακゴ＝1）＋鷺ωプ

（P諮ΣP〆）剣・窟・（φ’）・（Σ’）　（28）
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と書くことができる．城を

州三三　　鵬）一1）Ll＝論∴、＋σ

と定義すれば，以下のように条件付で独立な非

対称性のある確率的ボラティリティ変動モデル

の事後確率密度関数となる．

　　　　　　以毒＝exp（03／2）Eゴご，

　　　　　　6ら，f＋1；　φゴ。諺十ηゴ直

土一
iEゴピη5ピ）一煎L）・ブーL…・・＋砧

である．したがってOmori　and　Watanabe
（2007）を用いて非対称性のある確率的ボラティ

リティ変動モデルのためのblock　samplerに
よ　り，　（φ，，Σ5，αゴ．）（αゴ．＝（偽1，．．．，偽η）つ（ノ＝1，

＿，ρ十のをサンプリングすればよい（詳細は補

論を参照）．

Step　4．レのサンプリング．

　レの条件付事後確率密度関数は

　　　　　　　　　　　　カ　　　　　π（ン1λ）㏄π（レ）Hπ（λル），

　　　　　　　　　　　‘＝1

州麟1（rlλ，亡＝1）㍉一聖・

で，ただしレ5の事前分布は9（繍，S8）．この

ときレは次のように独立連鎖のM－Hアルゴリ

ズムを用いてWatanabe（2001）に従ってサンプ

リングすればよい．候補点を切断正規分布の提

案分布め～躍（。，。。）（μ。，σ多）により発生させて，

M－Hアルゴリズムを行う．ただし

・影一｛∂2109π（レλ　　　　∂2レ） 「。．、｝一㌧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　345

　　　ゲ・＋・多∂109誇レλ）一、，

で，9は条件付事後確率密度関数π（レ1λ）のモ

ードである．

Step　5．λのサンプリング．

　んの条件付事後確率密度関数は

π（ん1β，五，φ，｛Σ｝・｝郵1，α‘，レ，ζ亡，αオ，〃∂

・ぎ吉ρ一1exp一二［・＋Σ乳1。＿高窪斐1（。，）］・，

惚覗＿謡］∵一

　　　　　　　　　　　　　　’＝η，
　　0，ご＝ρ5　の，εε　σゴ，ηη！し　（0レ，‘＋1一φゴ0ひ∂

　　　×exp（03／2），

したがって’＝1，．．．，η一1の時には提案分布を

　　　　　　　　　　　　　一29（レ吉ρ，壱［・＋鷺の，εε（1一蕩1。。，（傷，）］）・

（’〈η）としてM－Hアルゴリズムを行い8），’＝

ηのときには

ん一9（レ吉岡・＋転，ε轟．）］〉

とすればよい．

㏄…［｛3ん，一α3‘一（exp（」1　　　　　2σゴ，εε（1一ρ葺）。x，（㊨）

　　（｝‘一｝一〇．5δ多　　2δ1）2］

　蛾は伽の値によって以下のようにサンプ
リングする（ノ＝1，．．．，ρ，’＝1，．．．，η）．

　（i）　σ，‘＝0のとき．ζ1診～∬（一〇．5δ9，鍔）．

　（ii）σπ＝1のとき．’＜ηのときには提案分

布を

婦（伽｛一・・＋嚥1蕩酷伽）｝，

　　伽），

　ψゴ‘＝｛δ∫2十σ天凄，（1一ρ3）一lexp（一偽∂ん｝一1，

　　　としてM－Hアルゴリズムを行う．また

　　　’一ηのときには提案分布を

Step　6．ζのサンプリング．

　蛾の事後確率密度関数は

π（彰‘1β，ノ』，φ，｛Σ，｝外1，α，，ン，ん，αご，駈）

　　　　｛3ん，一α3‘一（exp（」∂一1）（7」ご一C」亡2λf
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筋一∬（ψ・・｛一…＋の．，，ε論．η）｝，妬），

　ψ」π；｛δ∫2十（響きεexp（一〇3π）λη｝一1，

　としてM－Hアルゴリズムを行う．

Step　7．δのサンプリング．

　｛δテ｝の条件付事後確率密度関数は

　　　　　　　　　　れ　　π（δ多1ζ・．）㏄π（諺）Hん（ζκ【一〇．5δ9，δ多），

　　　　　　　　　置＝1
　　ノ＝1，＿，ρ，

であり，ただしπ（δのはδ多の事前確率密度関

数である．レのサンプリングと同様に，条件付

事後確率密度関数のモードδ多を求めて切断正

規分布17澱q。。）（μ凝，σ琴のを用いてM－Hアルゴ

リズムを行えばよい．

　　・鼠・一（一ヂ109貸馬⇒L房　　　　　　　　　　　　　γ㍉

働一瞬’（∂109琴野⇒1∂

Step　8．κのサンプリング．

　κ5の事後分布はベータ分布であり，

　κ」1α，．～β（α＆十η、ゴ，二十ηoブ），ノ＝1，＿，ρ，

と発生すればよい（ノ’＝1，．．．，」ウ）．ただしηo，は

｛㊨＝0｝となる個数，η15＝η一π。，は｛卿＝1｝と

なる個数である．

Step　9．αのサンプリング．

　｛の彦｝の事後確率関数は次のように与えられ

る（ノ＝1，＿，ρ，’＝1，＿，η一1）．

　π（σπ＝11β，プ㌔，φ5，Σ5，0ヶ亡，ん，κ」，ζ｝ピ，〃の

　　c（κ，ノ｝v（〃5診1の‘十。渡十｛exp（ζ尭）一1｝，

　　σ：ノ，εε（1一ρ蜜）exp（oケご）λ『1），

　π（σゴ‘＝Olβ，カ，φゴ，Σ，，　oひ‘，λ‘，κ5，〃の

　　α＝（1一κゴ）ノ｝v（防flαゴ‘十（アゴ‘，（乃，εε（1一ρ3）

　　exp（oケ∂λ『1）．

また’＝ηの時には

　π（（Zゴη＝11β，ゐ，φゴ，σノ，，，，o与η，λπ，κブ，ζfπ，〃ゴπ）

　（x：κノ｝v（〃ゴπ1αゴπ十｛exp（ζンπ）一1｝，

　　σ：ノ，εεexp（α鉱）λ互1），

　π（のπ＝OIβ，プ㌔，φ，，σ：ノ，ε，，αノπ，λπ，κゴ，45η）

　　○（：（1一κゴ）ノ）v（〃ノη1のη，の，εεexp（oひπ）λ迂1）

となる．

4．おわりに

　本稿では多変量確率的ボラティリティ変動モ

デルに共通因子を導入し，収益率と共通因子の

双方に非対称性のある確率的ボラティリティ変

動モデルを取り上げ，マルコフ連鎖モンテカル

ロ法による推定方法を提案した．効率的なサン

プリング方法はblock　samplerに基づいてお

り，真の事後分布からの厳密なサンプリングを

行った．しかし，1変量モデルでは，混合正規

分布による近似に基づくInixture　samplerの

サンプリング方法が最も効率的であることが知

られており，mixture　samplerを応用しかつ厳

密に真の事後分布からのサンプリングを行う方

法についても検討する必要がある．また収益率

の分布では’分布に従う誤差項を考えたが，さ

まざまな分布の裾の厚みや歪みを表現すること

のできるGeneralized　Hyperbolic分布
（Barndorff－Neilsen　and　Shephard（2001），Aas

and　Haff（2006））が金融時系列の分析において

近年注目を集めている．このGeneralized

Hyperbolic分布を取り入れたモデルへの拡張

を行い，相関行列が時間とともに変動するモデ

ルの推定を行うこともまた今後の課題である．

　補論：非対称性のある1変量確率的ボラティ

　リティ変動モデルのためのblock　sampler

　この補回では非対称性のある1変量確率的ボラ

ティリティ変動モデルのためのblock　samplerに

ついて説明を行う．まず，block　samplerでのサ

ンプリングを容易にするために，パラメータをσ，

＝exp（μ／2）としたモデルを考える．

　〃診＝ε‘σεexp（αノ2），’＝1，．．．，72，

　α亡＋1＝φα‘十ηεση，’＝1，．．．，η一1，

　幽一η。σ，〃f＝ア～∬（o，σ碁／（1一φ2）），

ただし1φ1〈1であり

　　　　　（；：）一∬（（1＞（ll）〉

とする．潜在変数（α1，．．

（29）

　　　　　　　　　　．，απ）及びパラメータ

（φ，Σ）のサンプリングは以下の3ステップで行

われる．ただし

　　　　　・一（，癖窪砺〉



とおく．

　　Step　1．φ1｛α潴．1，Σ，〃を発生させる．

　　Step　2．Σ1｛α溜。1，φ，〃を発生させる．

　　Step　3．｛α潴．、1φ，Σ，〃を発生する．

　　　　　Step　3a．κ個の節（knot）（ん1，＿，飯）

　　　　　を確率的に

　　　　　鳥＝int［η×（’十ひ）／（κ十2）］，

　　　　　ガ＝1，＿，κ，ひ～ガ．ガ．4．π（0，1），

　　　　　と発生させ（ん一鳥．1≧2とする），々。＝

　　　　　0識κ＋1＝ηとおく．

　　　　　Step　3b．｛αご｝を≦々凹＋II｛α‘1’≦々ピ＿1，’〉鳥｝，

　　　　　φ，Σ，〃をblock　samplerによって発

　　　　　生させる（ゴ＝1，．．．，1（十1）．

具体的な手順は以下の通りである．
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　　　　　　　　　　　発生させ，M－Hアルゴリズムを行えばよい．現

Step　1．φのサンプリング．

　π（φ）をφの事前確率密度関数とすれば，対数

事後確率密度関数は定数項を除いて

1・9・（φ）・吉1・9（1一φ・）一㎡（1≠

　　カ　　
　　Σ｛α‘＋、一φα一ρσησξ1exp（一αノ2）〃ε｝2

　　ε＝1
　　　　　　　　　2（1一ρ2）σ霧

となるので，以下のような区間（一1，1）上で切断

された，平均μφ，分散協の正規分布（φ～淋

（一切（μφ，σ蓄））から候補伽を発生する．

　　　　　Σ磐；’αf（αご＋、一ρσησεlexp一α”〃ご）

　　μφ＝　　　　ρ2αぞ＋Σ馨；蓬α婁　　　・

　　・卜薫鍮・
現在の点をφエとすればφ3～淋（一1，1》（μφ，σ参）を

候補として発生させて，確率

　　　　　m・・｛辮・・｝・

で採択すればよい．

Step　2．Σのサンプリング．

　Σ一1が（レ。，Σ。）を母数とするウィッシャート分

布（Σ一1～〃（レ。，Σ。））．に従うとすればΣの対数

事後確率密度関数は定数項を除いて

一1・9の一α書（1一φ2Qσ霧）一芽31・gl・1一÷・・（・・71），

ただし

　　　　　　　　　　　　　　れ　ユ　　レ、＝レ。＋η一1，Σrl＝Σδ1＋Σ銑厩，

　　　　　　　　　　　　　　¢＝1
　　躍ε＝（4f　exp（一αノ2），αご＋1一φαの．

となるので，Σの候補としてΣ一1～〃（レ1，Σ1）．を

在の点をΣ匠1とするとき，Σシ1～羅（レ1，Σ、）を発生

させ，確率

　　　　呵lll三ll≡峯i：，ヰ

で採択すればよい．

Step　3．（α、，＿，α。）のサンプリング．

　（α、，＿，α。）を所与としたときに跳の条件付分

布は平均μ，，分散σ多の正規分布で

…｛辞σデ（α亡＋1一φα∂exp（αノ2）’；二菰’　”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

・1一｛艮謙£xpω’に凱’’”　1’（31）

であるから，条件付対数尤度関数は（定数項を除

いて）

　　　　　　・一一箸一（エ々｝με2σ多）2。　（32）

となる．今α＝（α8＋1，＿，αs棚）’をサンプリング

したいとすると，対応する誤差項η＝（η、，η、＋1，

＿，η、欄一1）’の対数条件付事後確率密度関数は，

定数項を除いて一Σ田堵　1η…／2＋五である．ただ

し

L一
�v　籍瀞2，1膨：

である．まずゴ，，、4，，B‘，　Q，を以下のように定義

する．

必一1乱一

一壱・（齢一μ　2σ1）2＋（撃）1髪：

　　＋（ε〃一1一μ亡一1　　σ馨．1）∂諾＝’，

　　　’　＝　∫十1，．．．，s－1一勉一1，0r’　＝　5十〃z　＝　η，

一壱・（鎌∂2＋（撃）雅

　　・（〃‘一1一μ卜1　　㎡．1）∂諾！1＋φ（の蓄φ砒），

　　　’＝s十初くη，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）

ん一一E（塾∂α…）
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去・・！（1髪：ア・・商（∂諾1’メ

　’　＝　s十1，．．．，s十〃2－1，0r’　＝　ε十〃z　＝　η，

壱・…（坐∂αご）2＋・置1（∂詣1ア・ザ・訊

　’＝s十青くη，

　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）

β一一E（　∂2L∂αご∂α‘＿1）一・磯：｝∂諾デ，

’＝2，＿，η．

Q一一E［

ただし

∂μ6

∂α‘＝

∂2L

　
　
　
　
　

ヨ

」
　
＋
　
＋
　
＋
　
・
。

　
　
　
お
　

ヨ
　

お
　

コ
　
　
コ

諏
B
A
β
．
．

諏
1
2

　
　
　
キ

性
ん
8
、
o
…
o

］
0　　…　　0

β、＋3　’・．　　i

．4。＋3　’・．　0

’・

D　　’・．　Bε＋加

O　　Bs欄　Aε欄

讐｛一φ・（幽＋1テφ偽）｝・x・（箸），

　　　　　　　　’＝1，．．．，η一1，

0
，

　　　　　　　　’＝η，

（35）

，

（36）

（37）

鵠デー｛渠嬬〉；＝1：一鉱働

ここで期待値は洲儀に関してとられている．（2

は情報行列であるが，解析的に求まらない場合に

は，数値的に計算しても良い（ただし正値入符号

でなければならない）．このとき，条件付事後確
率密度関数∫（η1α、，α。棚＋1，〃、，．．．，〃。欄）は次のよ

うに近似することができる（Omori　and
Watanabe（2007））．

　　109∫（η1α8，α8＋れ＋1，ン8，．．．，翌！s＋の

　　　　一・・n・・一ぎ填’η多・・

　　…n・・ず菖1η1・五・δ・（・一・）

　　　　一麦（・一・）’々（・一・）

　　≡const十109！＊（η1α、，α。欄＋1，〃、，＿，〃、＋。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

ただしd，五，Qはd，五，Qをα＝δ（つまりη＝

ガ）で評価したものである．また近似に用いる確

率密度関数∫＊（η1α。，α。欄＋1，〃。，＿，シ。棚）は以下

の（40）一（41）式に示すような線形ガウス状態空間

モデルから得られる状態誤差項の事後確率密度関

数である（Omori　and　Watanabe（2007））．始めに

掩二項ηの条件付事後確率密度関数のモードを

以下の携二項スムーザにより求める．

撹乱項スムーザ（Omori　a皿d　Watanabe（2007））

　1．疹の初期値を選び，η一疹として（29）式か

ら逐次的にδを計算する．

　2．α＝δとして（33）《35）式から4亡，ん，and

島を計算する（’；s十1，．．．，s十〃z）．

　3．さらにD亡，／6畠を次のように’＝∫＋2，＿，

s＋彫として計算する．

　　　Dオ＝A一β11）計1，D、＋1＝ノ1、＋1，

　　　ゐ＝κ辞1Bε，ノ、＋1＝0，ノ、栩＋1＝0，

　　　δ亡＝4ドゐκ謬1∂f＿1，δε＋1＝48＋1，

　　ここで凡＝4Z万である．

　4．補助変数を8F負十Dr1わf　where

　アご＝∂汁κ『1ゐ＋1あ＋1，’＝s十1，＿，∫十吻，

　　と定義する．

　5．近似モデルとして線形ガウス状態空間モデ
ノレ

　ずご＝Z‘α亡十σごξε，’＝s十1，．。．，s十〃z，　　（40）

　αf＋1一φα亡＋、召ピξご，’一∫，ε＋1，．．．，ε＋〃z，　（41）

　　　　　ξご＝　（εご，η∂’～∬（0，1「），

　　を考える．ただし

　　Zご＝1＋K「1ゐ＋1φ，α＝κ∫1（1，ゐ＋IR∂，

　　且＝（0，、＆）．

　　である．この線形ガウス状態空間モデル（40）

　　（41）を用いて線形ガウス状態空間モデルのた

　　めのカルマン・フィルタと撹乱項スムーザ

　　（Koopman（1993））を適用し，事後密度のモ

　　ードを求めてガ，∂とする．

　　6．2に戻る．

マルコフ連鎖モンテカルロ法においては，ガの

初期値としては，現在の標本を用いればよく，上

記のアルゴリズムを数回程度繰り返せば十分であ

ることが多い．次にηの条件付事後分布から，提

案密度としてσ（η）α；min（∫（ηy），（ゾ＊（η“））を用

いてM－Hアルゴリズムによりサンプリングする

（例えばTierney（1994），　Chib　and　Greenberg

（1995））．

シミュレーション・スムーザ（Omori　an“

Watanabe（2007））



多変量因子確率的ボラティリティ変動モデル

　1．現在の点をηエとして撹乱項スムーザ

　　　（Omori　and　Watanabe（2007））のステップ

　　　2－4を行い，線形ガウス状態空間モデル

　　　（40）一（41）を求める．

　2．候補駒を受容・棄却法によりσ（η“）㏄min

　　　（〆（ηの，（ヅ＊（η“））からサンプリヒグする9）．

　　　（i）撹乱項目～∫＊を線形ガウス状態空間

　　　　　モデルのためのシミュレーション・スム

　　　　　ーザ（de　Jong　and　Shephard（1995），

　　　　Durbin　and　Koopman（2002））を用いて

　　　　線形ガウス状態空間モデル（40）一（41）か

　　　　　らサンプリングする．

　　　（ii）ηンを碓i率

　　　　　　　min（∫（η。），（ゾ＊（η。））

　　　　　　　　　　σ＊（η“）　　’

　　　　　で受容する．棄却された場合には（i）に

戻る．

　3．候補η“を用いてM－Hアルゴリズムを行う．

　　　現在の点を駈とし，候補の点衡を確率

　　　m・・｛1，無盈｝驚li：多1瀦｝・

　　で受容する．もし棄却された場合には現在の

　　点ηエを標本とする．

　　　（東京大学大学院経済学研究科・経済学部）

　注

　1）　Shephard　and　Pitt（1997）のアルゴリズムには

誤りがあり，Watanabe　and　Omori（2004）により修正

が行われている．

　2）Jacquier，　Polson　and　Rossi（2004）では相関を

考慮する時点がずれているため，非対称性を考慮して

いるとは厳密には言い難い．しかし，同様なアルゴリ

ズムを適切な時点での相関を考慮したモデルについて

適用することは容易である．

　3）　Chan，　Kohn　and　Kirby（2006）も．Σεη≠0のモ

デルを扱っているが，パラメタライゼーシ日ンがやや

特殊である．

　4）　Bauwens，　Laurent　and　Rombouts（2006）は多

変量GARCHモデルのサーベイを行っている．
　5）Chib，　Nardari　and　Shephard（2006）では1階

の導関数を導出している．また
ざ2Z1＝（礎）『L（礎）一1β｛Dzl十B’（礎）皿1β｝一1β（礎）一1

である，

　6）Chib，　Nardari　and　Shephard（2002）では対数

関数の定義域が必ず正となるように，正数。を便宜的

に加えて諏＝log（擁＋のとしている，正数0は事
後分布からのシミュレーションに影響を与えないよう

な非常に小さい値。＝10－6にとられている．

　7）　Omori，　Chib，　Shephard　and　Nakajima（2007）
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は成分の個数を10としてさらに近似精度を改善した

数値を与えている．

　8）　レのサンプリングにおけるように条件付事後確

率密度関数のモードを求めて，モードの周りで正規分

布による近似を行い，これを提案分布とするM－Hア

ルゴリズムを行っても良い．

　9）cの対数値は（39）における定数項としから構

成することができる．
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