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株式投資収益率の条件付分散について

パラメトリックモデルの有効性の検討一＊

竹内恵行・小暮厚之

1．はじめに

　ファイナンス理論によると，株価や投資収益

率など金融市場の諸変量の決定について，その

分散は重要な役割を担っている．これらの分散

は経時的には一定であるとしても，条件付の下

で考えると変化しているものと考えられる．例

えば図1は1955年1月間ら1988年12月まで

の日経225種平均株価指数の月次収益率をプロ

ットしたものであるが，これを見ると大きく乱

高下する時期（1961－63，1970－76，1986－89の各

年）と比較的安定した変動を示す時期がそれぞ

れかたまって観測されている．このような条件

付分散の変動を扱うモデルとして，Engle

（1982）が提唱したARCH（Autoregressive

condit三〇nal　heteroscedasticity）モデルや

図1　株式投資収益率：月次データ　（55．1－88．12）
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Taylor（1986）の積モデルなどの条件付分散変

動モデルが提案されている．

　近年，金融市場の実証分析でこれらの条件付

分散変動モデルを用いられることが多くなって

きている．外国為替市場分析では，例えば
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Diebold（1988），刈屋・松江（1988）等，株式市

場分析では，芹田（1989），刈屋・佃・丸（1989），

Taylor（1986）といった先行研究がある．しか

し，これ’らの分析ではモデルから推定された条

件付分散の変動についての考察は行われている

ものの，適用している条件付分散変動モデルそ

のものの妥当性や評価という点からの吟味は，

殆ど行われていない．これらのモデルは経済理

論やファイナンス理論での裏付けがあまりなさ

れていないという点では“アドホック”なモデ

ルである．元々のモデルが現実を近似していな

ければ，いかに統計的に精緻であろうと，導出

された結果は現実からかけ離れたものである危

険性がある．

　本稿の目的は，特定のモデルに依存しない条

件付分散のノンパラメトリックな推定法を用い

てARCHモデル等のパラメトリックモデルの

妥当性を考察することである．様々なノンパラ

メトリック法が考えられるが，本稿では，

Pagan　and　Schwert（1990），　Pagan　and　Ullah

（1988）等によって検討されたカーネノレ推定法を

採用した．我々は，前期の収益率の大きさを条

件とした今期の条件付分散を中心にして，これ

らのモデルがデータと整合的であるかどうかを

考える．まず年魚で特定のモデルを用いず，

“ありのまま”の条件付分散の動きをみる．3節

ではARCHとテイラーモデルにおいて条件付

分散がどのようにモデル化されているかを概観

し，これらのモデルでほ条件付分散は常に対称

になるようにモデル化されてしまうことを見る．

4節ではカーネル法を用いて日本の投資収益率

における条件付分散をノンパラメトリックに推

定し，その性質を考察することにする．最後に

5節では，結論と将来の課題を述べる．

2．わが国幣式市場の投資収益率の条件付分散

　収益率に関する最も簡単でしかも最も興味深

い条件付分散は，前期の収益率Xピー、の水準」σ

が与えられているときの今期の収益率茜の条

件付分散

（2．1）　σ2（灘）≡E（X；訟21Xご一1＝必）

　　　　　　　一｛E（X‘IX；H＝コじ）｝2
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であろう．本節では，特定のモデルを前提とせ

ずに，日本の株式市場におけるこの条件付分散

の“ありのまま”の動きをナイーブな形で見る

（より精緻な方法による条件付分散の推定は4

節で述べる）．我々が用いたデータは図1に示

した日経225種平均株価の月次収益率で，期間

は1955年1月から1988年12月に至る408カ

月である．また，ダミー変数を用いて，有り得

る「月次効果」の影響を取り除いたデータを用

いる．すなわち，X，は　　　　　　　　　　げ

　　　　　　　　
（2．2）　R’＝Σzπβ汁X；‘，’＝1，…，T
　　　　　　f＝1

によみて定義される．但しR‘ヨ10gR－10g

丑一、であり，君は’期の株価を示す．また勧

は月次効果を除去するためのダミー変数であり，

’期がゴ月ならば1，さもなければ0をとる．

βゴは「月次効果」を示す未知のパラメータであ

る．

　いまσ2（必）の性質を見るために，データをそ

の値によって次のようにグルーピングすること

を考えよう．まずデータの動く範囲を幅が4

（＞0）である区間

　C々≡［ん4，（々＋1）4）　（々＝0，±1，±2，…）

に分ける．ここで連続して観測されたデータの

ペア（銑，銑一1）を銑一、に関して上記の区間でグ

ルーピングする．そして，グループ内で銑の

標本分散5ノを計算する．’すなわち，

　　　　　　ア　　
　s・2－1／7夷Σ（x一〃z、）21｛x，．、∈α｝

　　　　　　¢＝2

但し，

　　　　ア
　ハ＝Σ1｛X卜、∈C、｝，
　　　‘＝2
　　　　　　ア　肱＝1／：τ夷ΣXJ｛Xl卜、∈C海｝，

　　　　　　君罵2

また1｛・｝は指示関数である．

　Sノは銑一1が［々ゴ，⑫十1）4）にあることを条

件とした時の条件付分散

　E（X重2隠4≦X‘．1〈（々十1）4）

　　　　　一｛E（Xf　l々4≦X；診＿1〈（ん十i）4）｝2

の推定量であり，4が十分小さければσ2（∬）の

大まかな動きを示すであろう．4を0．05とし

た時の結果を表1に示した．これより次の事実

が明かであろう．
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表1条件付標本分散（S・2）4－0．05の場合　　ときのX‘の条件付分散は

銑一1の区間　［一〇．1，一〇．05）［一〇．05，0）［0，0．05）［0．05，0．1）

τ・の @　（0．045）・　（0．038）・（0．030）・（0，027）・

標本分散

　（1）前期の収益率の大きさによって条件付分

　　散は変動する．

　（2）変動には明白な傾向が見られる．それ，は，

　　前期の収益率が大きいほど，今期の収益

　　率の条件付分散は小さくなるという傾向

　　である．

　　（収益率は株価の変化率であるから，これ

　　は株式市場の上昇期には次期の収益率の

　　リスク（条件付分散）が小さくなり，逆に

　　下降期には‘リスクが大きくなるという

　　「経験的真理」に符号する．）

　少なくとも，以上の事実のひとつの結論とし

て，条件付分散は今期の収益率の絶対水準に依

存するだけでなく，その符号にも依存するとい

う「条件付分散の非対称性」

（2．3）σ2（¢）≠σ2（一τ）

は主張できるであろう．そこで，この条件付分

散の非対称性という投資収益率の特徴が，

ARCH及びテイラーモデルと整合的であ．るか

否かの検討を聖節以下で行うことにしよう．

3．条件付分散変動モデルの対称性

　本節ではARCH及びテイラーモデルにおい

て条件付分散がどのようにモデル化されている

か概観し，これ．らのモデルでは条件付分散は常

に対称になるようにモデル化されてしまうこと

を見る．

　’期の投資収益率凡の条件付分散呂2が変

動する最も簡単なモデルでは，X‘を

　　　　　　　Xrμ＝玩σ‘

という積の形に書くことができる．但し

　（仮定1）各’に対して砿＞0

　（仮定2）｛σ診｝は規準化正規定常プロセス

　（仮定3）．各’に対してσεと硫とは独立

　（仮定4）μ＝E（Xの　（以下簡単化のために

　　　　　μ＝0と仮定する）

である．このモデルはARCH及びテイラーの

両モデルを含む基本型である．γ｝がθである
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E（X～1玩＝〃）一｛E（＆ly｝＝o）｝2

－E（（y；σの21玩＝の一｛E（ylσ‘1瑳＝の｝2

＝η2

となる．ARCHモデルとテイラーモデルのモ

デルの相違は，どのような状況を想定して条件

付分散稽2をモデル化するかの差異から生ずる．

Engle（1982）のARCHモデルはX‘の条件付

分散は過去の収益率に依存して決定されると考

える．具体的には硫2について，過去の収益率

の2乗の線形結合で表されるパラメトリックな

構造：

　（仮定5A）　砿2＝α。＋α、凡．、2＋α2X宏一22

　　　　　　　　　＋…＋αρx、一ρ2

を仮定する．しかしこの構造は自己回帰的な行

動を仮定したものであり，経済理論から導出さ

れたものでない，いわゆる“アドホック”なモ

デルである．このように条件付分散を特定化す

ることのひとつの帰結として持つARCHモデ

ルの大きな制約は，条件付分散が過去の収益率

ベクトル（X、．、，X，．2，…，Xε一ρ）について（正負）

対称であるという性質である．これは前節で見

た，日本の株式市場における条件付分散の非対

称性という経験的事実と非整合的であり，

ARCHモデルに基づく実証分析の妥当性に一

定の疑問を投げかけるものである．

　ARCHモデルとは対照的に，条件付分散の

変動は過去の収益率に依存しないと考えるのが

テイラーモデルである．このモデルでは仏は

今期における市場の様々な情報によってX診と

同時に決定されると考えられる．これを保証す

る仮定として，次の仮定をおく．

　（仮定5T）　すべての’及び〆に対してy｝

　　　　　　　とσ〆とは独立である1）．

しかしながら以下の命題より，このテイラーモ

デルによっても非対称性を説明することは不可

能である．

命題　テイラーモデルでは常に式（2．3）が成立

　　　しない．

　　　即ち，全ての必に対してσ2（謬）≠

　　　σ2（一：r）である．

（証明）　命題を証明するためには，
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（3．1）E（X：～IX：H一コじ）

　　　　ニE（Xl／IX‘一1＝一必）

（3．2）　（E（Xf　lXH＝∬））2

　　　　＝（E（X‘lX‘一1＝一躍））2

経　　済　　研　　究

　　　　　投資収益率のデータにこの手法を適用する際の

　　　　　理論的な問題点について概観する．

を示せばよい．まず（3．1）を示す．（X‘2，XH）

と（X～，一X；‘一、）の同時分布が同一であること

を導けば十分である．α，δを任意の実数とする

とき，（Xl～，　X‘一、）の同時分布は

　　P（Xノ≦α，X‘．1≦∂）

　　　＝P（防2σ、2≦α，匹、σ，．、≦ゐ）

　　　＝∫P（σ、2≦α／〃，2，σH≦∂／び、．1）

　　　　　　　　　　　9ω、2，σH）ぬ2ぬ．、

　　　　（｛σ，｝は｛巧｝と独立であるから）

　　　＝∫P（σ・2≦α／θ、2，一σH≦∂／y；．1）

　　　　　　　　　　　ρ＠、2，θ、．、）ぬ2偽．、

　　　　（（σ，2，こみ＿1）と（σ訟2，一こ1』＿1）とは

　　　　　　　　　　　　　同一分布だから）

　　　＝P（X‘2≦α，一X‘一1≦∂）

と変形され，（X｝2，一X｝一1）の同時分布と同一で

ある．但し，gは〃f2とθ‘．、の同時密度である．

　続いて（3．2）を示す．（X‘，XH）と（一＆，

一X貝）とは同一の同時分布を持つから

　E（XflX‘一1＝謬）＝E（一X‘1－X診．1＝必）

　　　　　　　　　＝一E（XllXご．1＝一jr）

となる．両辺を2乗して（3．2）を得る．■

　以上のようにARCHモデルでもTaylorモ
デルでも日本の株式市場のもつ非対称性の現象

を記述することはできない2）．もちろん非対称

性を説明できるようにこれらのパラメトリック

モデルを修正することは可能であり，その1つ

としてEGARCHモデル（Nelson，1991）が提案

されている．しかしながら，モデルが複雑にな

るだけでなく，モデルの定式化の誤り
（speci丘cation　error）からも逃れることはでき

ない．そこで此節で特定のモデルに依存しない

ノンパラメトリック法による条件付分散の推定

問題を扱うことにしよう．

4．ノンパラメトリック法による条件付分散

　　　　　　　　　の推定

　本節ではカーネル密度推定法による条件付分

散の推定問題について考察するとともに，株式

　4．1　カーネル法＝理論的準備

　条件付分散を推定するための手法として，モ

デルに依存しないノンパラメトリック密度推定

法を用いるが，その前に以下でこの手法が我々

のケースにどう適用できるかを簡単に見ること

にしよう．

　（2．1）で定義したように条件付分散σ2（㊧は

条件付期待値に他ならない．したがって，確率

変数のペア（y∵Z）を考えると，一方の確率変

数Z（この場合ZはX、一、）を所与とした時の他

方の確率変数γ（この場合r＝Xノあるいは

y＝X‘）の条件付期待値E（｝71Z）を求めれば

よい．（｝7，Z）の同時密度関数をノ（鮎g）とす

ると，

（4．1）　　E（y1Z＝＝z）

　　　　　　　＝（∫ガ（蜜，9）⑳）／（∫∫（ン，9）⑳）

であるから，結局同時密度ノ（・）を推定できれ

ば条件付期待値が求まることになる．モデル

（分布）を仮定しないで，データのみから同時密

度ノ（・）を推定する方法として，Rosenblatt

（1956）に始まる一連のノンパラメトリック密度

関数推定法を用いる．この手法の利点は，・デー

タの生成モデルが非常に複雑な非線型構造を持

っている場合にも適用できるだけでなく，比較

的“良い”推定量を得られる点にある．従って，

非線型構造の存在が想定される金融市場の分析

方法として有望であり，Diebold　and　Nason

（1990），Meese　and　Rose（1990）等，外国為替市

場分析を中心にいくつかの研究が行われている．

　ノンパラメトリック密度関数推定法には，ヒ

ストグラム法，カーネル法，級数展開法，near・

est　neighborhood法など幾つかのタイプがあ

る3）．最も基本的なものはヒストグラムである

が，他の推定法の方がより高い推定効率を持っ

ていることは良く知られている．本論文では，

もっとも広範に用いられているカーネル法によ

って（Xノ，X‘．1）と（X‘，　XH）の2つの同時密度

関数をノンパラメトリックに推定する．このカ

ーネル推定量を（4．1）に代入することによって，
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アドホックなモデルを前提とせずにσ2（のを

推定する．XH＝必，　X¢2一〃におけるXHと

Xノの同時密度関数のカーネル推定量は

（4．2）　　∫T（〃，躍）

　　　一丁と1羨｛κ（（〃一Xノ）鯛

　　　　｛1（（（∬一xノ＿、）広島｝

である．ここでK（・）は各観測値を“平滑する”

関数であり，カーネルと呼ばれる．またぬはカ

ーネルによる平滑化の程度を調節する“band

width”である．実際のデータ解析では，　K及

び乃はデータ解析者によって指定され’なけれ

ばならない4）．（2。1）の右辺第1項は

　∫幽（シ，謬）吻／（∫∫T（〃，認）吻）

　　　　　　　　　ア　　　（1／（T－1））ΣX｝2K（（謬一♪（1一・）／ぬ）／ぬ

　　　　　　　　　’＝2　　＝一一一一一一一一一一一一一一一一7「一一
　　　　（1／（7L1））ΣK（（コじ．一葛一・）／ぬ）魚

　　　　　　　　　ゴ＝2
　　　　ア　　　ΣX，2K（（∬一Xン・一1）／扮

　　＝’＝2T
　　　　ΣK（（必一X；一1）／乃）

　　　　’＝2

によって推定される．同様にして右辺の第2項

を推定すると，カーネル法によるσ2（」じ）の推定

量

　∂2ω

　　　ア　　　ΣXノκ（＠一X｝一、）／勿

　　＝’＝2r

　　　　ΣK（⑰一x｝L1）／勿
　　　　」寓2T

　　　一［磯叢i綜欝1

　　　　　5＝2
を得る．

　4．2　株式投資収益率における分布上の仮定

　カーネル法推定のために我々’は株式投資収益

率｛♪甥に関して以下の仮定をおく．

（A1）｛Xl母、は強定常である．

（A2）　｛X身はstrong－mixingである．

仮定A1を課すことは標本分散の変動をもって

非定常であると主張している人々から異論があ

るかも知れない．だが，そのような分散の動き

は条件付分散の変動として捉え，無条件分散の

変動と見るべきではない，というのが我々の立
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場である．次に仮定A2は2つの時点における

投資収益率が，観測される期間が離れれば離れ

るほど互いの影響力が小さくなり，独立性を増

していくという標準的なmixing　conditionで

ある．この仮定A2はnorma1，　double・
exponential，　Cauchyの各分布に従うAR（1）プ

ロセス（Gastwirth　and　Rubun，1975）や，より

一般的な線形プロセスの中で一定の条件を満た

すもの（Withers，1981）において満たされてい

ることが知られている．仮定A1およびA2の

下で，本来i．i．　d．（独立同一分布）プロセスのた

めに開発されたカーネル推定量が有効であるこ

とはRobinson（1983），　Bierens（1983）によって

示されている．

　実際問題として，投資収益率がこの2つの仮

定から大きく逸脱してしまうことはあまりない

ものと考えられる．というのも，対数株価がラ

ンダムウォークに近い動きを示すことが観測さ

れているためで，その1回階差たる投資収益率

は当然定常性を満たしている筈であるからであ

　図2カーネル推定量：月次データ　（55．1－88．12）
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図3カーネル推定量対ARCH（1）
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る．図1の株式投資収益率系列について自己相

関を計算してみたところ，1次の系列相関は

0．28でかつ5％有意であったが，2次以上の系

列相関は20次位までとっても殆ど認められな

かった．

　4．3　日本の投資収益率の条件付分散

　さて上で示したノンパラメトリック法を用い

て日本の投資収益率における条件付分散を推定

し，その性質を考察することにしよう．我々が，

用いたデータは2節で示した日経225種平均株

価の月次収益率で，期間は1955年1月から

1988年12月に至る408ヵ月である．またカー

ネルはカーネル法推定でしばしば用いられる

normal　kemel

　　　1（（ω）ニ（1／》7π）exp（一ω2／2）

を採用し，band　width乃は

　　　　　乃＝1．06（標本標準偏差）T－1’5

と設定した．このぬは，もしも観測値が正規分

布に従うならば平均積分平方誤差

　　　MISE＝E∫（∫ω一∫ω）2ゐ

を漸近的に最小化する値である．

　図2は各観測値必＝X阿における∂2（のの

値をプロットしたグラフである．これより

δ2（のは，ほぼ滑らかな右下がりの曲線によっ

て表される関係にあることが窺える．これは，

前期の収益率が負の程度が大きいほど条件付分

散が木さくなり，正の程度が高いほど条件付分

散が小さくなるということを意味する．このこ

とは前期の収益率が高いほど今期の条件付分散

が低くなるという表1の結果をより明白に示し

ている．

　標本範囲におけるゲ（のの動毒を見ると

XHが最小である一．1830のとき∂2（τ）は最

大値（．03981）2をとり，Xf－1が最大である．1069

のとき最小値（．03357）2をとる．条件付分散の

単調減少の程度をみるために，条件付標準偏差

のレインジ／中点比率5）をとると，我々のカーネ

ル法推定では17％の減少となっている．それ

に対して；表1で示した計算結果からは50％

の減少が認められ’るから，この点は異なってい

ることが分かる．つまり，

　（1）前期の収益率に対する今期の収益率の条

　　件付分散の単調減少性が明白にでた．

　（2）標準偏差の減少の程度は，実際より低め

　　に推定された．



■
司
■
1
」
」
■
l
l
一
「
I
I
I
．
「
一
l
I
「
I
I
I
同

置
2
3
2
2
2
1
2
0
1
9
1
8
1
7
1
6
1
5
1
4
1
3
1
2
1
1
1
0
0
9
0
8
0
7
0
6
0
5
0
4
0
3
0
2
0
1
0
0

固
コ
o
m
⑳
⑳
㎜
』
o
⑳
ゆ
。
⑳
⑳
⑳
m
⑳
m
加
加
⑳
⑳
m
⑳
⑳
鴻
。
加
⑳

　
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

株式投資収益率の条件付分散について

図4　カーネル推定量：月次データ　（55．1－73。12）
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　　図5カーネル推定量＝月次データ　（74．1－88．12）
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0．09

であることが確認出来よう．また標準偏差の絶

対水準を比較すると，カーネル法推定では1～2

割小さく推定されていることが分かる．

　カーネル法推定との比較のために，（2．1）式

のモデルに対応するARCH（1）モデルも推定し

た．推定値は以下のとおりである．

　　　　　　脇2＝．001＋．220X、．、2

その結果，ARCHによる条件付分散は図3に
示したように，カーネル法に比べて非常に振幅

が激しいものの，振幅の小さいところでは，カ

ーネル法に近い値をとっていることが分かる．

このことはARCH（1）の条件付分散が，前期の

収益率の2次関数としてモデル化され’ることか

ら容易に説明できよう．だが，ARCHのこの

性質は，前期の収益率が異常に大きな（小さな）

値をとった時に条件付分散が非常に大きくなっ

てしまい，欠点にもなりうる6｝．そこで推定し

たARCHモデルの妥当性をみるために，我々

はARCHテストとして，　Breusch・Paganタイ

プの検定を行った．帰無仮説を条件付分散が一

定，対立仮説をARCHとしたこの検定におい

て，我々は帰無仮説を1％の有意水準でも棄却

することはできなかった．従って我々の扱った

月次株式収益率のケースでは，その条件付分散

としてARCH推定は過大であり，適当でない

といえよう．

　次に，石油ショックによる株式市場構造の変

化を考慮している先行研究に従って1955年か

ら1988年までの期間を分割して分析した．期

間は第1次石油ショシクの影響を考慮して

　　1955年1月～1973年12月（228ヵ月）

　　1974年1月～1988年12月（180ヵ月）

の2期間に分割した．推定した結果をそれぞれ

図4，5に示した．これらの図からは，全期間と

ほぼ同様な条件付分散の単調減少性が認められ

る．しかしその減少の程度は，石油ショック後

やや小さくなっている．

　以上の結果からテイラーモデルでもARCH

モデルによっても説明できない条件付分散の特

徴が再確認されたことになる．より厳密な論証
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については統計的検定の枠組みを必要とするで

あろうが，少なくともテイラーモデルや

ARCHモデルが現実のデータと非整合的な面

を持つ可能性は明かであろう．

　しかしノンパラメトリック法の欠点として，

データがあまりない箇所での推定効率が極端に

低下することが指摘されている．図2の両端の

部分が表1と乖離して近似が悪い原因は，まさ

にその典型であると考えられる．したがって，

必要以上に結果を信頼することは，ARCHモ

デルの時と同様に現実をミ琴リードする可能性

があることに注意する必要がある．

5．結論

　前節までの議論は統計的なものに終始したが，

最後に我々の得た結果の経済学的な意味を検討

することにしよう．通常の（無条件）分散の代わ

りに，条件付分散（条件付標準偏差）をリスクの

指標として定義すると，我々の得た条件付分散

の非対称性は1つに投資家の心理行動の非対称

性をも表していると考えられ’る．我々は前期の

収益率だけでなく，前期の収益率の変化と条件

付分散の関係についても調べてみたが，図2同

様に負の相関が認められた．このことは投資家

の心理的リスクが収益の正負に対して対称でな

い可能性があることを示唆している．

　我々の得た結果の別な解釈は，financial

leverage効果の存在である．これは，　Christie

（1982）等が示したように，株式投資収益率の低

下は株式の市場価値の低下を招き，さらには財

務レベレッジ（負債比率）を上昇させる働きがあ

ることに注目したものである．このようなメカ

ニズムによって，株式投資収益率の低下が以前

よりも不安定な企業財務構造を生じさせ，それ

が故に分散が増大するのである．この議論は

我々の結果を完全には説明するものではないが，

この流れを汲むモデル，例えばCox　and　I

Rubinstein（1985）のCEVモデル（分散弾力性

一定モデル）の現実的な妥当性を支持する論拠

とすることはできよう．

　この論文で提示した経験的証拠は，条件付分

散の非対称性を明白にした．条件付分散を説明

するモデルとしてARCH．やテイラーモデルを

盲目的に使うことは危険である．ノンパラメト

リック法はデータの持つ特徴がモデルによって

ねじ曲げられることはないので，r我々の結果は

現実をある程度捉えていると考えても問題はな

いと思われる．本論文では条件付分散変動モデ

ルとの対比のために，前期の収益率が今期の条

件付分散の変動をいかに説明するかを考えたが，

前期の収益率の代わりに他の説明変数を用いる

ことに．とって，いろいろな要因が条件付分散に

与える影響を特定のモデルを用いることなくで

きるであろう．

　（論文受付B1991年1月16日・採用決定日

1991年10月9日，大阪大学経済学部・千葉大学法

経学部）

注

　1）　この条件によって巧とXご．ρ（ρ＝1，2，…）が無

相関となる．しかし，それらは独立ではない．

　2）ARCH以外の条件付分散不均一（conditional
　　　　　　　　　　　　　　　コheteroscedasticity）モデルと．しては，　Bollerslev

（1986）のGARCHが提案されている．しかし
GARCHモデルはそのARCH表現が可能であるので，
ARCHモデル同様に非対称性を説明できないことに
なる．

　3）　ノンパラメトリック密度関数推定法のサーベイ

については，例えばSilverman（1986，　Chap．2）を参照

のこと．

　4）　カーネルκ＠）は，

　　　の　　　∫．．K（砂）ぬ一L　∫＝凪＠）伽。

を満たす任意の関数である．実際には，No㎝al
（Gaussian）kemelやEpanechnikov　kemelなどがよ
く用いられる．

　5）　（max－min）／｛（min＋max）／2｝として計算．

　6）　この欠点を解決した手法として，Friedman

and　Laibson（1989）のMARCHモデルがある．
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