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多変量時系列変動要因分析モデル＊

一町確実性への接近一

画　屋 武　昭

●

℃

，

肇

§1　不確実性への接近法

　本節では経済理論と情報の関係を2つの論点か

ら議論し，第2節以降で述べる多変量時系列変動

要因分析モデルの有効領域をさぐる。

　経済情報の果す役割は，貿易の自由化，金融の

自由化，等経済の自由化とともに一層重要になり

つつある。その理由として，これら自由化により

経済現象の不確実性が一層増加している点が挙げ

られよう。そしてその不確実性の中で経済主体が

自らの最適化を行う回合，的確な経済情報の把

握・分析が必要となり，その情報によって自らの

行動を経済情勢に適応させていくことが必要とな

っている。このような情報をベースとした経済行

動の変化は競争理論が仮定する主体間の「情報の

完全性」の問題と深く関係する。すなわち現実の

世界では情報は不完全であり，またその収集には

費用を必要とすることから，情報の分布は資本力

と関係して不均一になる傾向がある。そのため，

情報収集および分析能力を保有する（情報寡占的）

主体の行動もしくはその提供する情報に対して他

の主体は自らの行動を適応させたり，全く逆の行

動をすることで利益機会の可能性を確保したりす

る。このことが一時的にはゲーム理論のいう「結

託」等の現象をみかけ上呈することにもなろうし，

それによって不安定性を増加させるかもしれない。

他方，金融市揚等では資本力がかなりの程度直接

的に影響力をもつから，各主体間の相手の行動を

意識せざるを得なくなっており，情報量（とその

分析能力）および資本力を媒介とした経済主体間
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の相互依存性は，不確実性の増加とともに一層深

まっているようにみえる。とくに為替二丁，株価

市場，債券（先物）市場等ではこの側面が顕著とい

えよう。このことは，競争経済理論の仮定する

「各主体の行動の独立性」と抵触する。すなわち，

不確実性の増加は，経済理論が競争による効率性

と経済厚生の最適化を主張するための2つの基本

的前提を弱める，と推論する。この推論あ正当性

は，情報の不均一性，分析能力，資本力の不均一

性といった変数をもとに簡単なモデルで確認する

こともできようが，情報独占があり，資本力が他

を圧倒していると想定すれば，競争の自由化は，

金融市揚等では経済厚生の最大化が必ずしも達成

されないことは自明であろう。上の議論で注意す

る点は，情報と資本力の差に基づいてゲーム理論

的「結託」のような現象が生ずるとしてもそれは

あくまでも結果的かつ一時的であり，常にそれは

確率的に変動する。すなわちゲームの構造として

も安定的でない。要約すれば，金融面での自由化

の場合，競争原理による経済厚生の拡大を追求し

ても，その基本的前提としての情報の完全性の仮

定が満たされないため，経済主体の行動は他の主

体の行動を考慮することが必要となり，その結果

全体の行動は一層不安定（Volatile）となる可能性

が高いρこの行動の不安定化は行動の確率的変動

を促し，不確実性を一層拡大しているとみること

ができよう。このような不確実性の拡大は経済と

くに金融構造の不安定化をもたらし，経済理論に

よる現象への接近を難しくしている。為替市揚が

典型的な例であろう。また財市揚でもオイノレショ

ックのような経済構造の急激な変化がある揚合，

多くの主体が情報力と資本力の不均一性をもとに

利益機会を追求して不確実性を拡大したことは記
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憶に古くない。なおこのような不確実性の拡大は，

後に述べる人間の欲望に根ざす不確実性に依る部

分が大きい。

　このような不確実な現象に対する接近法として

時系列論者は，特定の経済構造を前提にした経済

理論およびその視点からの計量分析が非有効的で

あるという批判をした。彼等は複雑な経済現象に

対して帰納的アプローチを主張し，経済構造をブ

ラックボックス的に扱うことで不確実性の高まり

つつある現象に時系列論的に接近した。その結果，

複雑性のため理論化しにくい金利構造や金融市揚

の問題において多くの実証分析の方法と実証結果

を生んだ。その代表的方法として多変量自己回帰

（VAR）モデルによる因果分析が挙げられる。し

かしパラメータ数およびそのモデルの構造と関係

して少数の変数しか扱えないという限界もあり，

金融二半のように不確実性を自己拡大する可能性

がある現象に対しては一層の分析手法の発展が要

請されている。

　もう1つの論点を述べるため，Lucas（1975）が

情報の伝播の遅れにより，経済変動を説明してい

ることを思い起そう。彼のモデルの背後には，当

然のことながら構造の不変性（それは経済主体の

行動関数のパラメータの不変性，技術関係のパラ

メータの不変性によって保証される）を前提とし，

情報の時間的に遅れを伴った伝播のプロセスによ

り各主体の不変な行動関数を通して決まる変数の

値が時間的に変化し，それが基本的に経済変動を

引き起す，としている。そこでは，各主体の行動

方程式の変数の中には予想変数が含まれており，

その予想形成方式としては合理的予想形成仮説が

導入されている。もちろん合理的予想は政策変数

を含むすべての変数およびパラメータの関数であ

るからそれらの変化に対して反応できる構造にな

っている。しかしその仮説を主張する多くの揚合，

政策変数およびその関数のパラメータの変化のみ

を問題とし，その政策の変化が予想の変化に反映

し，人々はそれによってたとえば消費量を変更す

る，と想定する。その場合変更するのは消費量で

あって，消費行動を示す消費関係のパラメータ「

（たとえば消費性向）は不変であるとする。このパ

VQ1，37　No，1

ラメータの不変性については，次のように疑問を

i提起できる。まず合理的予想形成仮説ではモデル

のすべてのパラメータを既知とせざるを得ない。

さもないと，経済政策等の変化の影響が経済構造

を通じて自らの最適化のための目的関数の値への

影響を評価できないことになる。このことは，各

主体は経済政策等の変化により他の主体の合理的

予想値を知ることができることを意味し，その予

想値を用いてその主体のとる行動をも評価できる

ことになる。従って，各経済主体は他の主体の行

動を知ることができるから，その情報を利用して

自らの行動（パラメータ）を変更することで，より

大きな厚生を獲得できる可能性が生ずる。これ，を

具体的なモデルで示したのがKariya（1983）であ

った。もちろんこれに対して，モデルに含まれる

すべての主体が上の可能性をもつのであるから，

結局人々は行動を変更しないのが得策と判断して

これまでと同じ方式で行動する，と主張すること

もできよう。しかし，それはモデルの中にあるメ

カニズムでなく，もう1つの仮定にすぎない。逆

に，各主体はより大きな厚生（もしくは利益）を得

る可能性がある揚合，確率的（ランダム）な行動を

とるとみることもできる。その結果は，パラメー

タはある構造をもった確率的モデルに従うと定式

化するか，その構造は不安定であるため現象を確

率的なゲーム論的モデルに帰すことも考えられる。

いずれにしても，各主体の行動（パラメータ）は不

確実性をもつこととなり，その揚合その不確実性

は「モデルは既知」とする完全情報的な合理的予

想形成仮説に起因する。このことは，完全情報が

不確実性を生じせしめるというパラドックスを意

味している。このパラドックスは，実は人間のも

つ基本的欲望に榎ざした心理的不確実性と密接に

関係し，その心理的不確実性が天候の変化や外的

ショック，政治変革等，による不確実性を拡大し

たり，相互に反応したりする。それは，目の見え

ない人が四つ角で道路を渡ろうとしているとき，

ある人が「今渡っても安全です」といったとき，

目の見えない人は

　（1）その人の言うことが信頼できるかという不

　　確実性。
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　（2）道路に急に新しい車が入って来ないかとい

　　う不確実性。

という2つの不確実性に直面することの周知の例

と対応している。合理的予想モデルが誤差項を通

してモデル化している不確実性は，主として（2）

のタイプの不確実性であり，モデルのパラメータ

を既知として合理的予想を採用し，完全情報の結

果生ずる行動主体のパラ．メータに関する不確実性

が（1）のタイプのものである。（1）のタイプの不確

実性はモデル化が難しく，ゲーム的な世界の問題

でもあろうが，理論的（数学的）な取扱いに関して

十分把握されていない。以上を要約してみよう。

．将来の不確実性に対して期待変数琶含むモデルの

場合，モデルのパラメータを既知と仮定して合理

的予想形成仮説を採用すると，その予想値の中に

政策の変化を反映させることはできるが，その結

果各主体がお互いにその予想値を知るという完全

情報的な世界が発生し，そのことが逆に（1）のタ

イプの不確実性を生じさせる。このパラドックス

を解決する1つの方法は，モデルのパラメータが

未知として，合理的予想形成仮説を放棄すること

である。その場合，政策変数の変化等に対応して

人々の予想値の変更を考慮する方法は，未知パラ

メータの予想値に基づいて主体毎に合理的予想形

成の発想に基づいてモデルから形成しているとみ』

てもよいであろうし，また別途政策変化を読み込

んだ形でしているとみてもよい。それによって主

体間の相互の行動に対して不確実性を導入し，行

動の独立性を確保することができよう。

　以上2つの議論は，ともに競争的均衡を前提と

したときに情報を媒介どして生ずる不確実性とい

う点では共通しているが，前者は不完全情報のも

とで自由競争を通して主として金融市揚で生ずる

不確実性であるのに対して，後者は完全情報であ

るため生ずる不確実性である。このような不確実

性は入間行動の欲望に根ざした不確実性と関係し，

現象的にはゲーム論的現象を呈することになろう。

この論文では，このような不確実性の高い現象に

対する実証分析法としでこれ’までの計量モデノレ，

時系列分析モデノレを補う多変量時系列変動要因

分析モデル（Multivariate　Time　Series　Variance

15

Component　Model以下MTVモデル）を提案する。

このMTVモデルは，形式的には主成分要因分析

の時系列化（ダイナミック化）であり，第2節では

その理論的基礎を与える。それによって複雑な多

変量時系列データの変動構造を把握もしくは近似

し，構造解析モデルのみならず予測モデルとして

利用できることになる。そのモデルの応用領域と

しては，上記のような不確実性を内在化する金融

市揚における変動要因分析，とくに為替や金利の

変動要因分析や，株価変動要因分析，景気変動要

因分析等，不確実性が高く変動構造が複雑で必ず

しも計量経済学的分析が十分成功していない領域

が考えられる。他方またベクトル自己回帰（VAR）

モデルのもつ欠点を補うという意味で，VARモ

デルの補完的モデノレとしても重要である。さらに

また，主成分分析が景気指数，物価指数，福祉指

数，貯蓄予測指数等，実際的な経済指標作成に大

きな役割を果しているが，我々のMTVモデルは

これらの指標の時系列的変動にその理論的基礎を

与えることになる。なおMTVモデルと密接に関

連したモデルとしては，金利変動構造の解析を狙

ったGewecke（1977），　Singleton（1980）および

Gewecke　and　Singleton（1981）のダイナミック因

子分析モデルがある。そこでは，一般性の追求と

定常時系列分析的発想のみによる取扱いのため，

こと応用性に関しては一層目発展が必要であろう。

なお彼等のモデルは見方が因子分析的であるため》

MTVモデルと異なるばかりか，．因子分析のもつ

統計的に未解決な論点（計量心理学者vs数理統計

学者間の論点）を内包している。応用としては景

気分析にMTVモデルを用いた刈屋（1985）がある。

§2MTVモデルの理論的基礎

　いま時点6のρ次元確率ベクトルを
　　劣‘＝（αヲi♂，…　，謬p‘）’　　（ご＝0，±1，±2，・。・）

とし，各勘は共通変動要因

　プ｝ε（3’＝1，…，9）●

をもつ確率モデル（過程）

　（2．1）　」臣盛、＝μ髭＋α‘・ん＋…＋α¢。ん

（乞＝＝1，戸●●，P），ただし
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■：：：誌∵㌻1：

に従うものとする。ベクトル表現では
（2．3）

（2．4）

劣‘＝μ‘十α1ん十…十αPん

｛　α〆αノ＝1，α〆α鳶＝0　（井乃）

　με＝（μ18，…，μμ）’

　αゴ＝（α1ゴ，…，αP，）’

となる。（2．2）もしくは（2．4）の条件は，後に述べ

るモデルの識別性の条件である。ここでμ‘は亀

の平均値

　　μ8＝E（劣ε）

で，時間に依存してもよい。しかし以下では，簡

単化のためμ‘を既知とし，亀一μεを考えること

でμ8＝0と仮定する。（2．4）・をも．つ（2．3）のモデル

で次の仮定を満たすものをMTVモデル（多変量

時系列変動要因分析モデル）という。

［仮定］MTVモデルの仮定

（1）乃＝｛プ｝‘：ご＝0，±1，±2，…｝は平均0の2

　次定常過程に従う。とくにARMA（乃，　gゴ）を

　想定する。

（2）任意の連続するπ個のル∈乃α＝7十1，

　…，7十π）に対して

〃＝（ムγ＋1，…，ムγ＋π）’：π×1

　を作ると正暫定符号の意味で次の不等式が成

　立する。

　Cov（∫1γ）＞Cov（jF』γ）〉…＞Cov（！P「）

　Cov（みりはみγの分散行列を示す。

（3）　乃と疏は無相関である（井乃）：

　E（カ‘ん）＝0　（井乃）

　このMTVモデルの性質を述べる前に，通常の

主成分要因会析モデル（PCモデル）と因子分析モ

デルとの相異を述べておこう。PCモデルでは，

（1）の代りにその特別な場合として

　（1）’乃はホワイトノイズ系列

とする。従って時点呑と8の共通要因（主成分）

あと／｝8は無相関（6キ3）となり，実際の分析では

これを確保するために階差をとるなどの変数変換

Vo1．37　No．1

が行われる（たとえばKing（1966）をみよ）。他方，

MTVモデルで乃が定常時系列過程に従うこと

を許し，それによって空間的（クロスセクション

的）相関変動構造のみならず，時間的相関変動構

造をも把握しようとする。さらにPCモデルの場

合，上記仮定（2）に対しては乃のホワイトノイ

ズ性から

　（2）’　　Var（ん）＞Var（ん）〉…＞Var（ル‘）

でよい。（2）および（2）’はそれぞれのモデルの識

別性に関係する。仮定（3）はPCモデルでも仮定

される。

　他方因子分析の場合，（2．1）のモデルの代りに

g個の共通因子を想定して

　（2・5）　　　娩ε一μ髭＋β名・ノ玉、＋…　＋βzαプセ‘＋ε銘

の形で表現されるモデルを用いる。共通因子ル

については，乃＝切ε｝がホワイトノイズ系列で

乃と瓦は互いに無相関（ブ半ん）を仮定するのは

PCモデルと同じだが，

　（2．6）　　Var（ノ1‘）＝…　＝Var（プb‘）＝1

を課して識別性を議論する。そのため十分成功し

ない。また特殊因子としての誤差項の系列

　　現＝｛ε1δ：哲＝0，±1，±2，…｝

はホワイトノイズ系列であり，易と易（ゼ≠のは

互いに無相関，また現と乃も互いに無相関と

仮定する。（2．6）を仮定するための係数ベクトル

　　β，＝（β・ノ，…，βPゴ）’：P×1

は直交β〆擁＝0（井のしているが，長さは1で

ない。因子分析の揚合，筋の分散共列は

㈲｛猫脚∵
と表現される。ただしγFVar（εの，　diag｛α1，…，

αp｝は対角要α1，…，αpをその順にもつ対角行列で

ある。（2．7）の構造は任意の壁×gの直交行列Cを

とってBOでおきかえても変らない。従って係数

．βゴが一意的に識別できないという問題をもち，

このことに絡む議論が百出している。また与えら

れたデータからBと1）を推定する推定法につい

ても多くの議論がある。

　さ・てMTVモデルの性質を調べよう。MTVモ

デルも必要ならば因子分析的にα個の変動要因を

●．
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とって

（・・）｛；1：：風帯：：享±鳩盈

と書きかえて因子分析的に眺めることもできる

（角＝0の仮定を用いている）。しかしアプリオリ

に一定数の変動要因を必ずしも想定しないこと，

また（2，8）の伽ξη彦‘（件初は相関をむつことが

因子分析と異なっている。MTVモデルの丁合，

（2．3）から亀の分散行列は

　　　　　　「・一意幅一雌

四／搬1：：肝炉

となる。ここでろは仮定（1）（2）から

　（2．10）　　λ1＞…〉えp，　え，＝Var（ノンε）　　　、

となる。従って且は偽とあの符号の同時変化
（αゴ→一αゴ，カ‘→一プ｝‘）を除いて一意的に決まり，

．」は一意的である。すなわち五は■の固有ベ

クトルの作る直交行列

　（2．11）　　∠4’∠1＝1

であり，∠は固有値行列である。注意すべき点な，

（2．9）をみる限りPCモデルの場合と全く同様で

ある。しかしMTVモデルの揚合，亀は時系列的

な相関をもつため，（2．9）だけでは十分でない。

いま6＝1，…，πに対して第ゼ変量勘の時系列的

構造をみるため

　（2．12）　　跳＝＠乞1，…，諾zπ）’：％×1

とおくと，跳の分散行列は

　　　　　　　　　　　カ　（2．13）　Cov（〃∂＝Σαゼ，2R，

　　　　　　　　　　　ゴ＝1

となる。ここで

（・・4）｛鴛聯）’：π×1

である。RプはFゴの定常性の仮定から時点孟に依

存せず，仮定（2）から正値定符号の意昧で

　（2．15）　　　　1～1＞1言2＞　・・。＞1置｝p

となる。さらに｛靴｝のづとオについてすべての

変動構造をみるため

　（2．16）　　　　〃＝＝（Z11’，…　，grpノ）　：％2う×1

とおくと，〃の分散行列は

17

　　　　　　　　ジ　（2．17）　9＝Σαゴαゴ’⑭Rノ

　　　　　　　　ブ＝1

と表現される。ここでノ1⑭Bは行列五とBのク

ロネッカー積（吻励を示す。PCモデルではBゴ

＝λノηより，（2．17）の9は

　　ノ4∠五’⑭1η＝Σ⑭1π

となることを注意しておく。さてPCモデルを要

因分析モデルと考える正当性は，Darroch（1965）

およびOkamoto　and　K：anazawa（1968）に与えら

れている。その結果は現在のMTVモデルで各睦

の亀に対して蚤適用可能である。それを我々の

脈絡の中で述べる。この結果は後に拡張された形

で証明される（定理3をみよ）。

　定理1　（Darroch（1965））任意の6と任意のgを

固定する。そして（2．9）の分散行列Σをもつ確率

ベクトル劣‘（平均は一般性を失うことなく0と仮

定）をασ呂なる形の確率ベクトルで近似する問題

を考える。ただしCは0’0＝為を満たすp×¢

の定数行列，賜は

　　ω‘＝（ωエ君，…，ω96）’：9×1

の任意の確率ベクトルである。このとき

　（2．18）　刃1【コじ‘一。ω‘112

を最小にするασ‘は

　　σω¢＝・4α∫ホ

　　　　　　　　アに限る。最小値はΣろである。ただし
　　　　　　　　ゴ＝q＋1

（…）｛艇駿．㍉曜＝（ん○’㌧ん）’

　この定理により，各孟に対して筋の変動を任

意のgに対して平均2乗誤差（2．18）の基準で最も

よく近似するモデルはMTVモデルであり，共通

変動要因ル．はΣの主成分α〆劣‘1で与えられる。

またこの結果は，診＝1，…，％を同時に扱った野合

に直接的に拡張できる。実際（2．16）の〃を用いる

と，モデルは

　（2．20），　　　〃＝（ノ童⑭1）ノ㌧

　　　　　　ノ＝（ノ「1’，…，ん’）’＝卿×1

と表現される。

定理2　任意のgを固定し，（2．17）の分散行列
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9をもつ確率ベクトル〃を

　　（0⑭1）砂，砂＝＠1’，…，砂α’）’：π9×1

で近似する問題を考える。ただしCはC’0＝為

を満たすp×gの定数行列，ωは恥＝π×1とωゴ：

πX1が無相関（件ブ）である任意のπg×1の確率

ベクトルとする。このとき

　（2．21）　Eli〃一（0⑭1）瑚12

を最小にする（0⑭1）ωは

　　（o⑭1）砂＝（∠4α⑭1）∫＊

　　∫＊＝（ノ1’，…，∫π’）

　　　＝（五1，…，ゐ1；…；濯物…，んη）’

に限る。ただしヂは（2．9）で与えられる。

証明：（2．21）の平均2乗誤差は，定理1の銑

と砺を用いると

　ΣE｝1κ¢一働‘ii2

　‘＝1

と書ける。従って定理1か日結果がでる。

　この定理も以下の定理3に含まれる。

　（2．21）の平均2乗誤差は

　　trE（x－01の（x－01の’

と表現されることに注意せよ。ただし

　　X＝［∬工，”㍉∬π］＝［〃1，…，〃P］’：P×π

　　W＝［ω1ゲ’㍉ω曾］：9×π

である。

　上記定理1と2では，（2．10）の仮定のみで成立』

し（2．15）の仮定を用いていない。それは最小にす

べく目的関数（2．18）もしくは（2．21）が，亀の分散

行列Σのみに依存し，R，に含まれるパラメータ

に依存していないからである。定理2ではΣの

固有値が時間に依存しないことが用いられている。

その意味で（2．21）をモデルの最適性の基準とする

限り，プ｝εの分散が一定という仮定が必要となろう。

もちろんMTVモデルの仮定では定常性をカ‘に

課しているのでそれは満たされている。他方，次

の定理は定理1と2を含むより強い結論で，時系

列的変動構造をもつMTVモデルの最適性を示す

ものである。そこでは（2．15）の仮定が用いられる。

’　定理3gを任意に固定する。（2．17）の分散行

Vol．37　No．1

列」2をもつ（2，16）の〃：卿×1を

　　（o⑭1）砂

　　　　　　　　　　　　　　　　　なで近似する問題すなわち各〃乞隅×1をΣ吻吻
　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　
で近似する問題（ゼ＝1，・・㍉2つ）を考える。ただしC

＝（Ozノ）は0℃＝右を満たす任意のp×gの定数行

列，ωノ：π×1は平均0，分散行列Cov（ω，）＝易を

もち，の＝（　ノ　　　　　　　　　ノω1ド”，ゆα）’

（・22）｛。蕊識』1＞農）

を満たす任意の確率ベクトルである。このときπ

×πの平均2乗誤差行列

（…）φ三浄［銑鴬噛］

　　　　　　　　　　　・面面呵

を非負古調符号の意味で最小にするのは

　　（0⑭1）ω雪（∠49⑭1）ノ＊

　　∫＊＝（五1，…，ノセェ；…；五π，…，ノセη）’：9η×1

　　・4α＝［αエ，…，αα］，カ6＝α〆劣‘

であり，その場合に限る。最小値行列は

　　り　　ΣR，
　　ゴ呂α＋1

で与えられる。

証明　まず（2．16）の〃を（0⑭1）ωで近似する

ときの平均2乗誤差行列

　（2．24）　璽『＝E［〃一（0⑭1）ω］［〃一（0⑭∬）ωコ’

を考察する。また

（2．25）

（2．26）

一イゆ一
一イゆ・一

とおく。このとき

（・・7）㏄・（（‘））一（書謬）・

　　　　　　　　　　　π（P十9）Xπ（P十9）

が非負予定符号であることから，Eと8は
　（2．28）　　　　1～一BE－1B’⊇≧0

を満たさねばならない。これがEとBに関する

●

■

も
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制約である。さて（2．24）の行列σは（2．27）を用

いると

　　び＝（4⑭∬）R（且’⑭1）一（ノ且⑭1）B（α⑭1）

　　　　一（0⑭1）8’（孟’⑭1）十（C⑭1）E（0’⑭1）

と評価される。従って
　（2．29）　　　　團『1≡≡（ノ藍’⑭1）瓠『（∠4」（零）1）

　　　　　　　＝R＿朋一1B’

　　　　　　　　十［（0⑭1）一βE－1］

　　　　　　　　xE［（0⑭1）一BE－1］’

　　　　　　　≧R－BE－1B’

となる。ただし

　（2．30）　　　　（：「＝ノ1」’C，　0／0＝∬α

である。．次に（2，23）の目的関数φは任意のα：π

×1に対して

　　φ＝α’φα＝tr［∬⑭α’］7［1⑭α］

　　　＝tr［1て零）6i’］璽r1［1⑭δ］，　δ＝ノ藍α

となることに注意すると，（2．29）から

　　φ≧t・［1⑭δ’］（一一BrlB’）［1⑭δ］

となる。等号は

　（2．31）　BE－1＝0⑭∬

の場合に限る。そのとき最小値は
　　　　　　　　　　　　　　　ね　　　　　　　　　　　　　　　　ウ
　（2．32）φ、＝tr［1⑭δ’コ［B一（0⑭1）E（0⑭∬）］

　　　　　　　　　　　　　×［∬⑭δ］

で与えられる。さらに（2．28）（2．30）（2．32）から

　（2．33）　　〔0’⑭1］R［（7⑭1］一E≧0

．が得られる。従って

　（2．34）　　　　φ1≧tr［11⑭dlノ］

　　　　　　　×［．R一（1晦）1）祝（晦）1）］［」『⑭δ］

　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　ア　　リ
　　　　　　　＝Σδ’R戸一ΣΣ殉2δ’Bゴδ
　　　　　　　　　　　　　　乞＝1ゴ＝1　　　　　　　　乞＝1
　　　　　　　＝tヌ「」0〔1’一11f］＝＝φ2

となる。ただし

　　　　　　　　　ね　ね（・35）｛差鋤摂1嵩撃総；9

である。（2．34）で等号が成立するのは，（2．33），

（2．34）より

　　（〃⑭∬）R（〃⑭1）一（0⑭1）E（0’⑭1）＝0

すなわちσ℃＝1より
　　　　　　　　　ぬ　　　　　　　　　　　　　　　　　ね
　（2．36）　　　　E＝（0’⑭1）1己（C⑭1）

の下平に限る。ここで（2．15）を用いると

　（2．37）　d1＞…＞4p　（δキ0のとき）
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であることに注意する。（2．35）のMは巾等だか

ら直交行列P＝（勉ゴ）を用いて

　　1匠＝1VP’，　J＝diag｛1，・。・，1，0，…　，　o｝

と表現されるから，（2．34）のφ2は

　　　　ア　　　　　　ア　　　　な
　　φ2一Σ♂rΣ偽ΣP乞ゴ2
　　　　　　　　　　’＝1　　　　　　　包；1　　　　¢＝1

となる。さらに（2．37）と

　　ア　　す
　　ΣΣPzノ＝9
　　乞＝1ゴ＝1

から

　　り　　ΣPδゴ2＝1（ゼ＝1，…，9）
　　ゴ＝1

　　む　　ΣPzノ＝0（」＝＝q十1，・・㌧P）

　　ゴ耳1

のとき，またそのときに限りφ2は最小となり，
　　　　　　　ア
その最小値はΣ必となる。そのときPは
　　　　　　包＝α十1

P一
iP100、巳）

の形をとる。その結果（2．35）より

（・38）M一
ill）・∂一（τ）・四一右

を得る。この0が（2．26）のEに対して（2．36）を

満たすためには

　　σ＝T’D17
　　θ＝diag｛91，…　，σ哩｝，　・0エ＝diag｛41，…　，〔1α｝

が必要である。ただし

　　σ戸δ’瓦δ，91＞…＞9α＞0

である。これと（2．37）から

　　T＝diag｛±1，…　，±1｝

が結論され，る（複合任意）。これと（2．38），（2．30）

より

　（2．39）　　　　0＝［±α1，±α2，…　，±αq］

となる。ただし複合は任意である。この0を用

いると（2．31）と（2。36）より

曜〉礁）
が決まる。このEと8に対して
　（2．40）　　　Cov（ω）＝E，　Cov（ノ；ω）＝B

を満たす任意の確率ベクトル砂を用いて
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　　くσ⑭1）ω

を作れ’ぱ，それは（2．23）のφを非負値定符号の

意味で最小にする。もちろんσは（2．39）で与え

られる。ゆが一意的に決まることを示すため，

　　が＝B’R－1∫

とおぐ。このとき（2．40）を満たす任意の砂に対

して

　　E＠一が）（ω一ω＊）’

　　　＝E－B’専一1β一β’R－1B十B’R一工B＝0

を得る。従ってω＝ω＊を得そのとき
　「

　　（o⑭1）が＝c4q⑭1）ノ＊

を一意的に得る。

　定理2と定理3ρ）両方とも全変量〃を（0⑭1）ω

の形の確率ベクトルで近似する問題を考察してい

るが，その近似の評価基準は定理3の方がより強

いものとなっている。実際定理2の評価基準は，

定理3のφを用いて
　　trφ＝El【〃一（σ⑭∬）ω12

と表現される。従って定理3は定理2を含んでい

る。これに対して定理1が定理3に含まれること

をみるには，定理3でπ＝1の揚合を考えて定常

性の仮定により1を6とみなせばよい。そのとき

φ一書E＠孟駒アー恥σ曜

となる。

　定理3の評価基準φは，銑の時系列的変動を

も老適しており，その意味で定理3はMTVモデ

ルが変動要因分析モデルとしての最適性をもって

いることを示している。すなわち，MTVモデル

では空間的のみならず時系列的にも相関関係をも

って変動するp個の変量亀の背後に互いに無相

関に時系列変動する哩個の変動要因があると想定

する。このとき定理3は最初のα個の共通変動要

因をとれば，現象をもっともよく近似できること

を示している。この点に関して次の点を指摘して

おく。通常の因果関係を前提とした回帰分析で，

たとえば消費の変動を所得の変動のみで説明する

揚合，消費変動のうち所得の変動がその変動要因

として最も支配的であるとみているにすぎず，誤

差項の中に他の変動要因があることを否定してい

研　　究 Vol．37　No．1

ない。その意味では，MTVモデルでは変動要因

ルは未知でありそれを亀の変動原因とみること

は必ずしもできないが，構造として似ている。共

通変動要因の数¢としていくつとればよいかは，

C砺⑭1）∫＊が〃の全体の変動をどの程度近似し

ているかという通常の主成分要因分析の視点から

累積寄与率に基づいて行うことができる。実際〃

の蒙動をその分散行列9の対角和（分散和）

　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
　　tr　9＝Σ（trαノα〆）（tr況ゴ）＝πΣλゴ＝πt謡

　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

とすれば，ヵ＝（ヵ1，…，プ｝η）’の変動は分散行列Bゴ

の対角和（分散和）πんとなる。それゆえ累積寄与

率は次式で与えられる。

駒一M偽
　若干のコメントをする。p＝1の富合もしくは第

ゼ要素勘のみの時間的変動は，ルの時系列変動

に対応し，各ルは定常時系列過程に従うのであ

るから，その1次結合としての靴も定常時系列

過程に従う。その際，たとえばんとんで勘の

変動の95％を説明できるとすれば（平均を考慮し
て）

　　娩一部＝α乞1ん＋α乞2乃‘＋ε乞ε

と書ける。ノ｝‘がARMAモデルに従うとすれば

靴一μ‘‘もARMAモデルに従う。その裏合，誤

差とみなすε乞‘もARMAモデルであるため，そ

の中に若干の情報を残すことになる。

　次に識別性の問題について述べる。まず〃の2
　　　　　　　　　タ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
つの分散行列の・9＝Σαμ乞’⑭端と9㌔Σ¢ノ
　　　　　　　　　ごヨユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぱコユ

α認⑭瓦＊に対してρ＝9＊ならば

　　αz＝α¢＊，R乞＝E～（ぢ＝1，・・㍉P）

であることが容易に示される。次に〃の2つの表

現（、4⑭1）∫と（14＊⑭∬）∫＊に対して

　　（ノ4⑭1）∫＝（ノ4＊⑭1）∫＊

が成立するとする。このとき条件（2．11）より・4’且

＝属従って　　　　　　　　　　　’

　　’＝（五’．4r⑭1）∫＊……（8⑭1）∫＊

となる。ここで両辺の分散行列を求めると

　　β＝（β⑭1）B＊（B’⑭1）　　　　　　　　，

となり，Bとβ＊が（2．25）の形をしていることを

用いて両辺に左と右から［函⑭α’］と［1⑭α］をか

●

■

、

●

し
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けると

　　1）＝石の㌔B’

を得る（定理3の証明をみよ）。ここでαは％×1

の任意のベクトル，1）とD＊はそれぞれ要素萌
＝α’Qα，dδ＊＝α’隅＊α乞をもつπxπの対角行列

である。従ってd1＞…＞dp＞0，　d1＊〉…＞dp＊＞0

よりB＝1すなわち・4＝孟＊が結論される。

　3番目に，上の結果は景気指標等主成分分析を

用いた経済指標の時系列変動にモデル論的基礎を

与える。実際，主成分分析モデルでは亀は時系

列的に互いに無相関と仮定する。従ってその前提

のもとでは，各主成分ノ｝‘＝α〆亀も時系列的に無

相関な筈である。しかし実際の経済指標は時系列

的に相関を’もって変動している。上の結果はこの

ギャップを埋めている。実際，主成分ルの定常

的変動が許される。これと関連して，［仮定］で仮

定した｛ノ掃の定常性を弱めることを老えよう。

モデル（2．1）の不確実な現象近似モデルとしての

最適性を定理1に求めるとすれば，定常性の仮定

を次のように弱めることができる。まずλゴ‘を／ン‘

の分散とし，時間に依存してもよいとする。この

とき，

　　Σ1ε＝Var＠ホ）＝ノ藍ノ猛か4’

　　」1‘＝diag｛えエ虞，…　，λμ｝

となる。定理1はこの易に対してもそのまま成

立する。従って少なくともモデルとしてはプ｝‘の

分散は時聞に依存してよい。データからパラメー

タの推定可能性をみるため

　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　E（x’－）＝ΣE（亀∬、’）＝・・4Σ4．4’
　　　　　　　直罵1　　　　　　　　　　　　　茜＝1

に注目する。この関係からモーメント法の発想に

立って五の推定値として一’Xの固有ベクトルの

作る直交行列をとることができる。そのときX’X

の固有値のはΣλブ‘の推定値とみることができる。

従ってル＝α〆飢の分散が巫であることから，

靴が時間の簡単な関数である揚合，それをル⑱

推定値に基づいて推定できる。たとえばん＝α1’鵡

が時間の1次式で近似できるようなトレンド的変

動をする揚合，九＝虜1’亀の分散

　　■d、＝圭Σ（　4ん）2＝且Σ（‘＿の2＝0（π）

　　π　　　　π　　　　　　　　　　π
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となる。ただし亀の平均を0と仮定しているこ

とに注意せよ。それゆえ，共通変動要因としてト

レンド的変動が含まれていてもよい。

§3MTVモデルの利用法

　MTVモデルは共通変動要因分析モデルである

から，共通変動要因が何であるかを発見すること

を狙う。そのため共通変動要因ルを定常時系列

モデル

　　ヵ‘～ARMA（乃，¢ゴ）

でモデル化し，その構造とその要因への大きさを

示す係数パラメータα両個1，…，p）から要因の解

釈を行う。この解釈の方法はPCモデルの場合と

同様だが，経済学的知識等に基づいても主観性が

入りやすい（なお主成分々析の経済分析的視点か

らの一般的解説については刈屋（1978）をみよ）。

以下この解釈の助けとなるばかりでなく，現象の

構造を把握する代表的な分析法をみてみよう。

　［変動要因分析］いま§2で述べた累積寄与率

等に基づいてg個の変動要因がとられると，各

勘の変動（分散）は

　（3．1）　Var⑰乞‘）＝偽L2え1十…十α♂λg

と表現される。実際の応用では（2，1）の勘の代り

にそれを基準化した変数

　（3．2）　　　　29髭＝（記銘一μ混）／～煽

を用いることが考えられるが，その勘合Var（gの

＝1となるため（3．1）は

　（3．3）　1＝α‘、2λ、＋…＋α、，2λ，

となり，通常のPCモデルのように因子負荷量の

2乗・α乞ノλゴが第ブ共通変動要因に起因する変動の

大きさになっている。以下説明を簡単にするため

（3．2）の勉について述べる。

　［空間的相関分析］　次に時点6を固定したとき

の靴と靴めクロスセクションの相関係数は，α

個の変動要因に起因する大きさとして
　（3・4）C・rrel（・・、，・ブ、）＝α・、α，、λ、＋…＋α、，αノ，λ，

と表現される。これもPCモデルの揚合と同様で

ある。

　［時間的相関分析］　MTVモデルの特徴は，靴

と勉．zの相関構造が共通変動要因ん9の時系列的

変動としての分散行列瓦⑫＝1，…，g）を用いて
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（3．5）

経　　済　　研　　究

Corre1（z銘，2ケδ一‘）＝α乞1αゴ1　Cov（プ三‘，ノ18一‘）

　十α¢2αゴ2Cov（ん海．‘）

　＋…＋α、，αゴ，C・v（ん‘，ゐδ一‘）

一α、、αゴ、γ、（の＋…＋α勾αノ，γ，（の

と表現される点にある。ここでγな④はみ‘の第Z

階自己共分散である。すなわち与えられた変量

靴と勉の空間的相関構造が（3．4）で把握される

のに対して，その時間的相関構造が（3．5）で把握

される。自己共分散汽（のは自己相関係数侮⑦

を用いて

　　γ彦（の＝2滝ρ南（の

と書けることに注意せよ。データからα》とγ准（の

が推定されれば，各Zに対して（3．5）の推定値が

得られ，る。ゐ‘にARMA（P彦，9北）を仮定する揚合，

そのモデルからγ鳶⑦は得られる。ここで注意を

すべき点は，（3．5）の表現からわかるように靴と

勉．彦の相関係数は2乞田と勉の相関係数に等しい，

ということである。その意味でこのモデノレを用い

て直接的に因果関係をみることはでさないが，変

数の選択の段階で靴に加えて靴．1等を加えて分

析することでそれをみることができよう。

　［予測］　各変動要因五‘に対してARMA（勉，

g㌃）モデルを想定することで，Z期先の値ゐ醐を

オ二七のんの値で予測できる。従ってモデル（2．

1）に基づいてp個の変数靴（ゼ＝1，。．・，2つ）のすべて

のZ期先の値2拙が予測可能となる。この予測可

能性の背後では，当然のことながら靴の係数の

時間的安定性とゐ‘のARMA（勉，㊧モデノレの安

定性を前提にする。いま特定の変数¢1‘（たとえば

為替レート）の予測をしたい揚合，その変数の変

動が一定割合（たとえば95％）把握される変動要

因の数を選択する。その変動要因んの選択は，

必ずしもその分散が大きい順に選択する必要はな

く，α1議‘の分散α1北2為でみて大きい順にゐ‘を

選択することが考えられる。それによって範の

予測能力を上げることができよう。

§4MTVモデルの推定とモデル選択

第2節の議論によりモデル（2江）の係数ベクト

ル偽は，亀の分散行列Σの固有ベクトルである

Vo1．37　No．1

から，偽の推定値は対応する標本分散行列の固有

ベクトルとすることができる。今簡単化のため

角を既知とすると，それは

（4．1）
s＝⊥（x＿乃の（－＿盟）’

一丁を（κ‘一με）純一μ、）’

　　7L　‘＝1

M＝（μ1，…，μη），－＝＠・，…，劣。）

と表現される。このSの期待値が（2．1）モデルの

もとでΣ＝・4∠14’となることをすでにみた。従っ

てモーメント法的発想から4の推定値を8を対

角化する直交行列で推定できる。他方，定理2よ

り7＝X－Mの変動を平均2乗誤差の意味で最

も近似する式は

　・49・4α’y

で与えられる。そこでその平均2乗誤差を構成す

る

（4．2）　δ一li　7一五《’γi12

　　　　　＝tr（u7’一ノ4．α」4α’γ）（17－z1α∠4α’7）’

を最小にする五“の推定量を求めてみよう。（4ユ）

のSを用いて

　　s＝ED石「，　H’E＝1P

　　1）＝diag｛d1，…　，〔ち｝　　（（11＞…　＞dp）

と書くと

　　■δ一・，0一・。五，’班夢珊α

　　　＝tr」o－tr　B’1）」B㌧　　B＝1ヨr’」Lα

とかける。B’β＝1gに注意せよ。このとき定理3

の証明またはDarroch（1965）と同様に議論すると

や一
となる。従って

　　亙q＝（±乃、，…，±ぬα）

となる。これはSに基づく固有値d1＞…＞dαに

対応する固有ベクトルに他ならない。そのとき毒

の推定値は砺となる。これらの推定値を用いる

と，第3節で述べた空間的相関係数や時系列的相

関係数の推定値が得られる。またんの推定値は

　　み　　／碗＝峨’劣‘

亀

●

o

L



●

■
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であるので，これに基づいてARMA（Pb　9冶）をモ

デル化でき，それに基づいて予測できる。

　トレンドの問題もしくはμεの推定の問題につ

いて述べる。モデルがwell－de伽edであるために

プ｝‘に定常性を課した。しかし経済時系列データ

の揚合，各変数には異なるトレンドが存在する揚

合が多い。従みて角の推定のときにこれらのト

レンドを何らかの方法で除去しておくことが望ま

しい。しかしたとえば階差法による揚合，モデル

（2．1）の表現する変動はこれら階差をとられた変

数の変動となり，もとの変数の変動のモデル化と

は異なる。他方，溝口・刈屋（1983）で議論したよ

うに，現象記述的立揚からトレンドを含めた時系

列分析をするという立揚もありえよう。

　MTVモデルの応用としては，為替変動要因分

析とその予測（［13］），景気変動要因分析とその予

測（［4］），株価変動要因分析とその予測，等不確

実性の強い現象の予測モデルとして利用できる。

なおシステマティック1な計算機プログラムとし

ては日経NEEDSの藤原俊朗氏が開発したもの

がある。

　　　　　　　　　　　　　（一橋大学経済研究所）
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