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成長曲線モデルにおける仮説検定＊

一般多変量分散分析

晒町 屋 武 昭
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　　　　　　　1　問題と要約

　この論文では，成長（変動）曲線モデルあるいは

同じことだが一般多変量分散分析モデルに関して

いくつかの仮説検定問題を取り扱う。成長曲線モ

デルの詳細については拙著『回帰分析の理論』を

参照されたい。このモデルは，拡張された多変量

回帰モデルとして

　（1．1）　r＝XIRX2＋E

と表現されるモデルであり，このモデルにおいて

仮説

　（1．2）　X3別【4＝」冠。

を検定する問題を一般多変量分散分析問題（Gen－

eral　MANOVA　problemまたはGMANOVA　prob－

lem）という。ここで

　　　　　X、：π×＠、＋π2），rank（X、）＝π、＋π2

　　　　　×2＝（P1十P2）×P，rank（X2）＝P、＋P2

　（1．3）　X3：％1×＠、＋π2），　rank（X3）＝π、

　　　　　X、：（P1十P2）×P、，　rank（X4）調P，

　　　　　π＝π、十π2十η3，P＝P1十P2十P3

であり，誤差項Eに対して正規分布
　（1．4）　　　E～2＞（0，，1η⑭9）

を仮定する。また一般性を失うことなく以下では

Xo＝0とする。（1．4）は，　Eのπ個の各行が互い

に独立に平均0，分散行列9のp次元正規分布

に従うことを示す。Gleser　and　Olkin（1970）は，

（1，4）のもとに（1．1）のモデノレで（1．2）を検定する

問題は，モデル
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　　　　　　π1　　π2　7L3

　　　　み（li蕨ili縢

（1．5）

　　　　　　囎：§／岬

において，仮説

　（1．6）　　　H：θ12＝0

を検定する問題と同等であることを示した。Ka－

riya（1978）は，不変性原理（invariance　principle）

に基づいてこの問題を解析し，局所最良不変検定

を導出し，それが局所ミニマックス検定であるこ

とを証明した。それは

　　　　　躍5－tr（1十72）一1［α7、（1＋処）一1一う1コ
　（1．7）

　　　　　　ただしα＝π1十π3－P3，6＝P2

が大きいとき仮説（1．6）を棄却する検定である。

ここに

　　　　　7、＝κy：、，β一1〆

　　　　　％，，、＝y：、，一y：23γ、3－17、，

　（1．8）　κ一（1＋T、）　」／2［Z13－Z、3　y33－1γ32］

　　　　　T2＝z、3yむ3　1z、3’

　　　　　γ＝（yl，），y：乞ゴ＝z3乞ノz3ゴ

である。Khatri（1966）は，尤度比検定

　　　　　仰r4≡11＋処1＞・4

に基づいて，Lawley－Hotelling型検定

　　　　　研2≡tr　1▼1＞02

Pillai型検定

　　　　　研3≡trT、（1十丁1）皿1＞・3

等を提案した。脆，曜3，鴎の分布の漸近展開は

Fujikoshi（1973）が導出している。

　この論文の第1の問題（第2節）は，Fujikoshi

（1970，1973）の結果に基づいて，（1．7）の局所最良
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不変検定の漸近展開をπ一1次のオーダーまで導出

することである。より高次の漸近展開は非常に複

雑であり，ここでは残しておく。

　第2の問題では，まずGMANOVA問題を次の

ように拡張する。すなわち（1．1）のGMANOVA

モデタにおいて事前的情報として（1．2）の係数行

列に対する線型制約X3BX4＝Xoを仮定し，その

上で仮説

　（1．9）　　　X5B2【6＝X7

を検定する問題を考察する。これを拡張GMAN－

OVA問題（extended　GMANOVA　problem）とい

う。このように定式化される問題としては，次の

ような問題がある。

　（1）成長曲線モデルにおいて，たとえば成長

（変動）の初期時点における水準が等しいとしてそ

の後の時間的成長（変動）パターンが等しいかどう

かを検定する問題。

　（2）判別分析では，2つの母集団の平均値の一

部が同じであっても面変関係を通じてその等しい

部分の変数を含めた方が判別能力を高めることが

できるという理論がある。その血合，異なるとさ

れる平均値の他の一部が等・しいという仮説検定問

題は，Cochran　and　Bliss（1948），　Rao（1949），

Kariya　and　Kanazawa（1978）等によって考察さ

れた。この問題は実は拡張GMANOVA問題であ

ることが示される。

　（3）ミッシングデータがある場合の平均値の一

部がぜロ（もしくは2母集団の平均ベクトルの一

部の恒等性）の検定問題は，拡張GMANOVA問

題に埋込むことができる。

　（4）見かけ上無関係な回帰モデル（seemingly

unrelated　regression　model，　SUR　mode1）は，そ

れ自体GMANOVAモデルでないが（例えば刈屋

（1979）をみよ），実は拡張GMANOVAモデルで

ある。その押合，たとえば第1方程式の係数ベク

トルの一部がぜロという仮説を検定する問題は拡

張GMANOVA問題となる。

　以上の問題で（1）は知られているが，（2）～（4）

はこの論文で初めて扱われる新しい視点と考えら

れる。さて拡張GMANOVA問題では，与えられ

Vo1．35　No．3

たモデル（1。1）に対して係数行列Bに対して2つ

の制約（（1．2）と（1．9））をもっことになり，行列瓦

が全く任意であると，いわゆるnonnestedなケー

スになる。その場合，一般に最適性をもつ検定は

存在しない。そのため行列濫の間に一定の制約

をおく。Banken（1984）は，この制約を係数行列

Bの推定可能性の問題と関係づけ，Kariya（1978）

の結果に基づ∀・てその制約のもとでは（1．7）に対

応する検定が局所最良不変検定であることを示し

ている。したがってここでは，その局所ミニマッ

クス性を示すことおよび具体例（1）および（2）の検

定が主となる。

　第3の問題は，上記（3）に述べたように，ミッ

シングチータがある息合の平均値の検定問題を拡

張されたGMANOVA問題の中に埋込むことであ

る。その重合，モデルが実はMANOVAモデル

となるため，MANOVA問題の結果が利用でき，

Eaton　and　Kariya（1983）で示した一定の検定の

一様最強力不変性等が直接でることになる。

　第4の問題は，（4）に述べたSURモデルにお

ける検定問題を扱うことである。そこでは，不変

性の見地から問題を縮約し，第1方程式のみに基

づく通常のF検定（あるいは舌検定）は必ずしも

最適性を保有しないこと，また一般の状況では局

所最良不変検定が存在しないことを示す。さらに，

第1方程式の説明変数が第2方程式の説明変数の

一部であるような揚合，通常のF検定は一様最

強力不変であることを示す。

　記号として0（π）で％×πの直交行列全体を表

わす。

2　局所最良不変検定の仮説のもとでの分布

　この節では仮説（1．6）（もしくは（1．2））のもとで，

局所最：良不変検定統計量：（1．7）の分布の漸近展開

をπ一1まで求める。実際の利用のために，まずも

とのモデル（1．1）とその仮説（1．2）と標準形（1．5）

とその仮説（1．6）との間の記号の対応をつけてお

く。そのため

　　N1＝1－X1（X1’X1）一1濁’

　　且F［X3（X、’X、）一1×3’］一1／2。X3（X、’X1）沈縞’

　　」2＝X2’（X2■2’）或X4［X4’（X2」【2り　1X、］一1／2

●
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とおく。このとき次の補助定理が成立する。

補助定理2．1　（1．8）のT1，72は，　S＝｝η1Vlrと

おくと

7、＝（∬十匹）　1！2．4、rs一王制’［X，S　1－，’］一1

　　　xX、｛孟’［玉S－1×2’］一1工、｝一1X、’

　　　×［』r，S　1．るT1■，S一ユr’」．、’（1＋卯，）一1／2

T，；11、y’ mS－LS－1．X』’［X⊇S－1．X2’］一1，X2S『1コ

　　　×r’141’

と表現される。

　証明は，刈屋（1979）の標準形への縮約のプロセ

スを逆にたどって対応をつける。ここではそれを

省略する。

　さて求める漸近展開に行うため，Fujikoshi

（1973）の次の結果を紹介しておく。

補助定理2．2　Pillaiの検定統計量

　　α｝≡αtr　1㌦（1F十1！［）　1，　α＝？z1一トη3－P3

の仮説のもとでの分布は，

　　　　　P（σむ≦躍）＝（享∫ω

（・・）＋穿［一雨（・）＋・・升・（の一・升・ω］

　　　　　　＋0（α一2）

と展開される。ここで／＝π1p2，γ＝π1十p2十1，

σ∫（のは自由度／をもつz2分布の分布関数である。

　Fujikoshi（1973）では移一2のオーダーまで導出

しているが，われわれの目的から上の表現にとど

めておいた。さて（1．7）の局所最良不変検定統計

量嗜の漸近展開を簡単にするため，次のように

定義しなおす。

　（2．2）　ひ5＝研5＋π、P2一π、P2P3／ω

このとき次の定理が成立する。

定理2．1局所最良不変検定統計量ひ5の仮説（1．

6）（もしくは（1．2））のもとでの分布は

　　　　　P（ひ、≦の＝σノ⑫）．

（2・3）　＋藷［一σ・ω＋・σ升・（・）一σ升・ω］

　　　　　＋髪［・，（・）一σ升・ω］＋・（ヅ2）

と表現される。ただしα＝π1十π3－p2．

　証明をするまえ』に，（2．3）の右辺の2項はひ3の

分布（2．1）の表現に対応していることを注意して

おく。また，もしp3＝0のとき，　T2が消え，（2．

3）は（2．1）と同等になる。さらにここでの漸近展

開は，形式展開であってそのvahdityをいうため

には，Bhattacharya　and　Ghosh（1978）の結果等

を適用しなくてはならない。この点について例え

ばKariya　and　Maekawa（1981），　Fujikoshi（1984）

等を参照されたい。

　定理の証明＝検定統計量の不変性から一般性を

失うことなくΣ＝∬が仮定できる。（1．5）からZ13

～N（0，∬π1⑭ち3）とplimα→。。　y』3／α＝1より

P1幅処一・i・蝋需）（％3α）一1（藷）’一・

　　　plim。→．．αT2＝Z13Z、3’

したがって％が非負値定符号であるから

　　乃＝主Zl、z1計。。（。一・）

　　　　α
　　（1十1「2）一’＝1－T，＋％2（1＋T，）一1

　　　　－1ユZ、3Z1ガ＋・。（α一・）

　　　　　　α
となる。それ，ゆえ

　　仏一致［1ユZ13z、3’＋・。（α一・）］．

　　　　×［α71（1十丁1）一LP、1］＋π、P，一π、P，P、／α

　　　一飯主・・Z、3Z、3’E。処（Z十丁1）一・］

　　　　　　α
　　　　　＋（P2／α）trZ、3Z、3’一％・P，P3／α

となる。もちろんσ3＝窃trTエ（∬十丁1）一1である。

仮説のもとで7▼1とZ13が独立であることを用い

ると，σ5の特性関数は

伽（の一E卜・p（画・÷編勿

　　　　　　（αT1（1÷1▼1）一1）一頭P，／α）trZ、3Z、3’

一蜘酬・＋砺（’）］

＝ψ，（の一ゆ、／α）E［exp（ぎ‘ひ・）乞ひ・］

　十〇（α一2）
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　　　一伽（ε）一哲（P2／α）審軸（の＋・（’）

となる。ただし上で

　ψ、（彦）＝E［・xp（髭σ、）］，　E（Z、3Z13’）＝P，∬。、

を用いた。他方，θ∫＠）の特性関数は（1－2のゴ／2

であるから，（2．1）の表現から

　醐一（・一・・）”＋藷［一（・一・・）輝

　　　　　＋2（1－2紛一1一∫／2一（1－2ちの＋∫／2］

　　　　　＋0（α一2）

を得る。それゆえ

　一・（P2／α）審伽（の

　　＝（P辺2α）（一2ゼの（1－2‘の一1ゴ／2＋0（α一2）

　　＝（P2刀2α）［（1－2ゼの一∫／2一（1－2∫の一1一ノ／2］

　　　＋0（α一2）

となる。これらをψ5（のに代入し，逆変換するこ

とで求める結果を得る。

3拡張GMANOVA問題

　この節では拡張GMANOVA問題を取り扱う。

モデルは

　（3．1）　r＝」了、B－2＋E，　E～N（0，1％⑳9）

　（3．2）　．X3B＝￥4＝」顎。

で与えられる。ここで各X乞は

　X、：π×乃，rank（X、）＝南

　－2：4×P，rank（X2）＝9

　×3：m3×ん，　rank（」￥3）＝祝3

　x4：9×γ4，　rank（」【4）＝γ4

の既知行列である。拡張GMANOVA問題では，

このモデルにおいて仮説

　（3，3）　H：X5B』【6＝」冨7

を検定する。ただし澱は

　X5：m5×焉，　rank（X5）＝ηL5

　×6：9×γ6，　rank（X6）＝γ6

を満たす既知行列である。以下では一般性を失う

ことなくXoニ0，　X7＝0を仮定する。この問題の

一般的取扱いは困難であるので，以下の分析では

次の仮定をおく。

［仮定3．1コ行列2【3，X5，』【4，　X6は次の関係を満た

Vo1．35　No．3

すものとする。

　　〃11鴫＝〃1〃Bと1風〃6＝M6〃≧

ただし

　　磁＝（X1’X1）一1／2X恋’［濫（X1’悉）一1X重’］一1

　　　　2【＝z（XI’X1）一1／2　　（ガ＝3，5）

　　鵬＝（X2－2’）一1／2Xゴ［X〆（為為’）一王Xゴ］一1

　　　　濁’（X2×2’）一1／2（ブ＝4，6）

この仮定は，砥と！鴎＋2を同時に対角化する直交

行列が存在することを意味する。Banken（1984）

はこの仮定を（3．1），（3．2）と（3．3）の推定可能性

（estimability）の問題と関係づけた。

　問題を標準形に直すため，（1）砥！風＝孤，

砥〃1＝砥，（II）払砥＝〃1，四三＝①の2っの

揚合を扱う。（1）の揚合，－5の行空間が」【3の

行空間に含まれ，X4の列空間がX6の列空間に

含まれている。言いかえれば，X5はX3に，瓦

はX6にnestedしている。このとき駕5≦勉3，74≦

76が成立する。標準形を求めるため，刈屋（1979）

第10章にあるように

隅［制覇・P・ψ＠）・岬（・）

　X2＝F2［1α，0］P2：F2∈9Z（9），　P、∈0（P）

と書く。ここで0（π）はπ×π直交行列群，郵（初

は南×ん正則行列群を示す。これから

　　r・一飛’隅一（蹴．、

　　　　　　　　一N（（ぞ8），右⑭の

ただしB＊＝瓦B晒「2，52＊＝P2’」2P2，を得る。また

　」葛己¢B2【＝乞＋1＝2r盛1覗一1B＊、F「2『12【＝¢＋1　　（客＝＝3，5）

と仮定から，Po∈0㈲，　Qo∈0（g）が存在して

　X、F㌦一1＝F、（OJ冊、）P。，

　2【51㌃1＝Fも（0，0，1η，）P。
　　　　　　ん一η3？π3一η5

理瓦一α（£）瓦理萬一暢）凡

ただし瓦∈g久恥），瓦＋1∈g1（γz＋1）（乞＝3，5）とな

る。ここでθ＝POB＊Qo，Σ＝Qo’9＊Qoとおくと

　　　　z一（Po①0∬）r（警1）

　（3．4）

　　　　　　一N（（冒8）…⑭Σ）

轍

3

o

‘
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となる。さらに

　　　　δ一（θ00①）

岡薦iili）iご：1：

　　　　　　　Pl　　　P2　　　P3　　　P4

π1＝ん一観3，π2＝m3－m5，π3瓢㎜5，π4＝π一彦，：P1

＝q一γ6，P2＝γ4，　P3＝γ6一γ4，　P4＝P－9とおく。

このとき（3．2）は

　（3．6）　　　θ23＝0，　θ33＝0

となる。また仮説（3．3）は

　（3。7）　θ32＝0，θ33篇0

となる。したがって問題はモデル（3．4）において

（3．6）のもとで仮説θ32＝0を検定することとなる。

（II）の揚合も同様に標準形を求めると，モデル（3．

4）において（3．6）のもとで仮説θ32＝0を検定する

問題となる（証明略）。

　Gleser　and　Olki血（1970）は，第1節で述べた

GMANOVA問題を形式的に上の形の拡張された

GMANOVA問題に拡張し，尤度比検定を次のよ

うに導出した。いま（3．4）のZを（3．5）に対応す

る形で分解し

　　κ＝（1十丁2）一1／2．

　　　［Z32（Z33Z34）（詮：稜：）｝像1：）］

　　処＝劣7，2，34開1κ’

　　T』＝（0，、㍍、）S2（0，1。、）’

　　＆一（Z23　Z24Z33　Z34）（跨：詮1）　1（多：：多：1）1

　　γニ（ylゴ）≡（2r4μ4ゴ）

とおくと，尤度比検定は

　　μ十711＞o

で与えられる。さらにBanken（1984）はKariya

（1978）と同様にして

　　　　　肱≡tr（1十丁2）一1［ゐ処（1＋処）一LP、1コ
　（3．8）

　　　　　　　＞o

ただしゐ＝π3十π4－p3一惣，が局所最良不変検定で

あることを示している。したがって定理2．1と同

様に，．

成長曲線モデルにおける仮説検定

　　　　　　　　（3．9）　　　σ5＝躍5一ト7L3P2一π3P2（P3十P4）／b

　　　　　　　とおくと，ひ5．の漸近展開は

　　　　　　　　　P（σ，≦の一θ∫（の
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＋篇［一・・（・）＋・・鯉（・）一・州（・）］

＋／（P3十勉@26）剛か姫ωコ＋・（め

で与えられる。ここで／＝π3p2，γ＝π3十p2十1，

σ∫（のは自由度／のz2分布関数である。

　次に局所ミニマックス性を考察しよう。上記の

問題は，不変性を用いると結局モデル

（磁i礁ii＞圃

ただしΣは対応する分散行列に基づいて仮説θ32

＝0を検定する問題にほかならない。この縮約さ

れた問題はGMANOVA問題であるから，　Kariya

（1978）に基づいて次の結果を得る。

定理3．1　（3．8）によって定義される局所最良不

変検定φ＊は，Giri－Kieferの意味で局所ミニマッ

クスである。すなわちφ＊は

　　　　　　infθπ（θ，φ＊）一α
　　limλ．諭　　　　　　　　　　　　　　　＝1　　　　supφλ∈Qinfθπ（θ，φπ）一α

を満たす。ここでαは有意水準，gは水準αを

もつ検定全体，π（θ，φλ）は検定φスの検出力，θ∈

｛（θ32，．Σ）ltr（θ32，0，0）Σ一1（θ32，0，0）＝λ｝である。

　証明はKariya（1978）と平行的であるので省略

する。

　拡張GMANOVA問題となる例を券てみよう。

例3．1　アジアの国4ヵ国から成るグループとア

フリカの国3ヵ国から成るグループがあって，各

グループ内の国は同じ成長パターンに従ってきた

と考えられるものとする。ここでの問題は，その

2っのグループの成長過程が同じであるかどうか

をp個の経済変数に基づいて検定することである。

いまそれらの変数を

　　〃1，（の＝（〃、ノ、（の，…，〃、ノP（の）’

　　　　　（ブ＝1，…　，4；6＝1，…　，π）
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　　〃，プ（の＝（伽（の，…瑠，ブ。ω）’

　　　　　（ゴ＝1，2，3；‘＝ニ1，…，？L）

で表わす。ここで最初の添字はグループ牽示す。

燃灘無線ill…

総懸鷹ト
とおく。各グループ内の国の成長過程が同じであ

るという仮定は，その平均成長過程が同じ，すな

わち

　　E［〃、、ω］＝……＝E［〃14（のコ≡μ1（の

　　E［〃2、（の］一…＝E［〃23（ε）］三μ2（の

（‘＝1，・一，7τ）と表現されよう。ここで角（のが乃一

1・次の多項式で近似されるものとすると，
　　μ乞ノ（の一β信ゴ0＋β乞，1≠＋・・・…　＋β¢ゴ冶＿、〆一1

（ゴ＝＝1，2；3’＝1，・・。，p）となる。そ0ときモデルは

　　r＝X、BX2＋E，　E～N（0，」㌦⑭［」？⑭Σ］）

　　r＝［γbr，コ・π×加Bま［81，B，コ・似2P

一（1112…1濫一11222　2勘一11ππ2…％喬一1）一

応（β盛・0　…　　β勿0β⑫忍＿・　…　β勿κ一・）

　　為一（1plplpち0000000ちぢち）

と表現される（たとえば刈屋（1979）を見よ）。．ここ

で，各グループの初期時点の水準（’＝0）が同じで

あるという情報があるとしよう。この情報は

　　　　　X3石凪＝0
　　　　　為＝（1，6ヂ・・，0）：1×乃
　（3．10）

　　　　　瓦一［一2］・2…

と表現される。この情報のもとで，成長パターン

が等しいという仮説は，

　（3，11）　　11：」顎｝1謬【』＝0

研　　究．　　　　　　　　　Vo1．35　No．3．

　　　　　X5＝［0，∬㌃一、］：（卜1）×乃，　X6＝」【2

と表現される。それゆえこの問題は拡張GMA－

NOVA問題である。この場合，仮定の1風砥＝

仏1協はそのままの形では満たされない。しかし

（3．10）の先験的情報と（3．11）の仮説を結びつける

と結局仮説は

（・・2）E・既一
i葉）砥一・

となる。この仮説においては砥二∬となり砥砥

＝丸環が成立する。それゆえ（3．10）のもとで

（3．12）を撞定する問題に対して，局所最良不変，

局所ミニマックス検定が（3。8）で与えられる。

｛列3．2　㌔、ま劣¢＝（謬1¢’，劣2‘’）’：（P十9）×1，　”ゴ＝

（〃1〆，〃2〆）’：（p十g）×1．をそれぞれ（p十g）次元正

規分布N（μ，Σ「），N（η，Σ）からのランダムサンプ

ルとする。（¢＝1，・・㍉π；ブ＝1，・。・，鵬）。ただし

　　・一（震・一（；：）1

とする。このときモデルは

　　　　　’

y＝

斯
…
編
鮪
・
．
・
臨
8
・

：（π十祝）×（P十9）

項，＆）・（綱・・

籏㈱・×魎）　《；〉

とおくと

　　r＝XIB十E，　E～N（0，右脳⑭・恥

と表現される。ここでμ2＝η2が等しいという情

報は

　　X38×4＝①，．X、＝（1，一1）：1×2

　　為一（01¢）・（・＋・）・・

と表現される。この情報のもとで仮説

　　1τ：μ1＝η1

を検定する問題は，Cochran　and　Bliss（1948），

Rao（1949），Cochran（1964），Kariya　and　Kanaza一

。

」

●

亀



■

‘

　
…
℃

●

Jul．1984 成長曲線モデルにおける仮説検定

wa（1978）等によって考察された。この問題は仮

説を

　　麟砥一回目為蝋を）

と表現すると拡張GMANOVA問題となる。ただ

しそれはGMANOVA問題でない。この揚合X5
＝－3とX2＝1，　X4’X6＝0より仮定が満たされ，

局所最良不変検定が（3．8）で与えられる。この揚

合の仮説のもとでのexact分布がK：ariya　and

Kanazawa（1卯8）に与えられている。

4　ミッシンゲデータがある場合の

　　　　平均値の検定

　この節ではミッシングデータがある場合の平均

値の検定を，拡張されたGMANOVA問題に埋込

み，それによって一様最：強力不変検定を導びく。

』ここで考えるモデルは

　　　　　ワ　　　　　z～ハτ（θημ’，1』⑭Σ）

（4．1）．免一N（。一。ぬ⑭Σ，、）．

　　　ね　　　　　　　　　　　　　　　　　バ
ただしZ：π×p，172：m2×p2，θゴ＝（1，…，1）’∈Rゴ，

p1十p2＝p，μ＝（μ1’，μ2’）’：p×1，絢：勉×1であ

る。このモデノレのもとで次の仮説検定問題を考察

する。

　（4．2）H・μ・＝Oversus耳・μ・キ0

この問題ではBhargava（1962）が，更に一般的な

ミッシングデータのパターンの中で尤度比検定を

導出している。またEaton　and　Kariya（1983）で

は一様最強力不変検定を導出している。したがっ

てここでの結果は，この問題が拡張GMANOVA

問題として把握でき，それを利用することで一様

最強力不変検定を導出することにある。

　問題（4．2）を拡張GMANOVA問題の枠組に埋
込むために，P∈0（π），　Q∈0（隅2）でP観＝（π1／2，

0，…，0）’，Qe物＝（m21／2，0，…，0）’を満たすものを

とる。そして

　　　　　z一所一（Zll　Z12Z21　Z22）1－1

　　　　　　　　　　Pl　P2
　　　　　　－N（（π1㍗π1憲μ2’）・麟）

　（4．3）

　　　　　昨Q亀一慌：）瓦．1
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　　　　　一N（　　　　1／2　　ノ（魏2。μ2），煽⑭轟）

と定義する。基本的なアイディアは，ダミー確率

変数W、＊を想定し，夙＊を匿に対応するミッ

シング部分とみなすことである。すなわち

　　　　（隅・，殉一（毘渦：）

（4．4）

　　　　一N（（∫㎡訥，右⑭Σ）
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と書ける。更に，事前情報であるB12＝0822，　B32

＝0ただし。＝（飢2／π）1／2は，

　　　　X3」砥＝0

（。，）蝋論魂）・物・（呪2十1）

　　　　孟一（＆）

と書け，また（4．2）の仮説μ2＝0は

　　　　悉既＝0　（4．8）

　　　　X』＝（0，1，0）：1×（1＋糀2），■6＝瓦

と書ける。それゆえ問題（4．2）は拡張GMANOVA

問題の特別な揚合であることがわかった。後にみ
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るように，導入された観測不能なダミー変数W1＊

は，結局不変性によって除去される。（4．8）の問

題を取り扱うため，

嚥識）・一・卿）

αニ1／（1十〇2）とおく。このときP∈0（呪2十1）と，

（4．7）から

　　・一図肌一為柵蝋3：；）

ただし

磁i）
（4．9）

　　　　晦調）　幽

　　　　＝P’B

を得る。ここでθ12はダミーパラメータηと∠

に依存していないことに注意する。次に

　　σ一（POO∬）r・

とおくと，モデル（4．6）は

（…）σ一（砺団（曾），・⑭Σ）

ただしθ22＝・0，θ32＝0，σ」ゴ：㌦×pゴα＝1，＿，4：

ブ＝1，2），π1ニπ2＝1，7L3＝況2－1，η4＝γL－1とな

る。他方仮説（4．8）は，θ22＝0を用いると

　　0＝X5BX6＝X5PθX6＝oαθ、2

となる。それゆえ問題はモデル（4．9）（4．10）にお

いて，θ12＝0を検定することになる。不変性原理

を適用すると，問題はさらにモデル

　　σ2＝（σ、2’，σ22’，｛132’，α2ノ）’

　　　　～π（（θ12’，0’，0’，0’）’，1％襯⑭．Σ「22）

において，θ12＝0を検定する問題に帰結され，従

ってMANOVA問題の結果から次の定理を得る。

定理4．1　棄却域

　　丁≡U、2（σ22’σ22＋ひ32’σ32＋σ42’σ42）一1σ、2’

　　　＞o
をもつ検定は，一様最強力不変検定である。仮説

Vo1、35　No．3

のもとでの（π十窩2－1）Tの分布は，自由度1，

π十鵬2－1のF分布である。

　これは結果的に尤度比検定であり，この定理は

それが一様最強力不変であることを示している。

5　見かけ上無相関な回帰モデル

　周知のようにZellner（1962，1963）は，誤差項

が互いに相関をもつ複数の回帰式がある場合，

GLS（一般化最小2乗）法を用いて同時にそれらを

推定する方が，OLS（通常の最小2．乗）法を用いて

個別的推定するよりも有効（e缶cient）であること

を示した。しかし未知の分散行列は標本分散行列

で置きかえるため，標本数が小さいかもしくは方

程式間の相関が小さいと必ずしもGLSEはOL－

SEよりも有効とならないことが知られている（θ．

g．，Mehta　and　Swamy（1976））。Kariya（1981）は2

つの回帰式の間の相関がゼロという仮説検：定問題

を考察し，局所最良不変検定を導出し七いる。こ

こでは，2つの回帰式をもつSURモデルにおい

て，個別方程式の係数の61検定の最適性を拡張

GMANOVA問題との関連で議論する。まず2つ
の回帰式を

　　　　　銑＝Xεβ毎＋銑，E（εε）＝0
　（5．1）
　　　　　E（ε乞εゴ’）＝σ¢ゴ1。

＠ブ＝1，2）とおく。ここで

　　濫：7葛×乃ぢ，　rank（濫）＝乃奮

とする。εゴに正規性を仮定する。このときこのモ

デルは，多変量回帰モデルの形として

　　　　　r＝X8十E，　E～ハr（OJπ⑭Σ）

　　　　　y’＝［〃1，〃2］，－＝［－1，逓］

　（5．2）
　　　　　E＝［81，8，］，Σ＝（σ¢ゴ）

　　　　　β一［β・・β・2β・・β2・］・熾一幅一・

と表現される。通常の多変量回帰モデルとの相異

は，係数行列Bに事前情報β、2＝0，β21＝0があ

ること，一般に回帰行列Xはフルランクでない

こと，である。刈屋（1979）で指摘しているように，

その先験的情報は，適当な行列Xo，　X3，　X4を用

いて

　　X3石尻4＝」【0

■

○

，



○

σ

G

Ju1。1984

の形に表現されない。したがってZellnerモデル

はGMANOVA問題の状況と異なる。しかしその

事前情報は

　　　　　X38濫＝0，　X』石建＝0

（・・）為一［砿・］・瓦一

i
！
）

　　　　　嗣咄］萬一（1）

成長曲線モデルにおける仮説検定

と表現される。これは第3節で述べた拡張GMA－

NOVAモデルの特別な揚合である。この視点の

もとに，仮説検定問題

　（5．4）　　E：β111＝①versusκ：β111≠0

を追える。ただしβ、11：Z×1は，第1方程式の係

数ベクトルβ1iの最初のZ個の要素からなるベク

トル，すなわち

　　β・・’＝（β・・ノ，β・12’）

である。上の仮説は明らかに

（・・）四一隅一［瓦・］・蝋1）

と記述されるのでこの問題は拡張GMANOVA問

題にほかならない。特にZ＝1のときは，第1方

程式の第1係数の有意性をみる検定問題がその特

別な揚合とレて含まれている。もちろん検定問題

（5．4）に対して，第2方面式との相関を無視して

第1方程式のみのデータによって通常のF検定

（z＝1のときは孟検定）を行うことができる。そ

の場合，もしモデルが第1方程式のみから成るも

のであれば，その検定は一様最強力不変検定であ

る。しかし現在のわれわれのモデルは，（5．1）も

しくは（5．2）であって，その中で検定の最適性を

評価しなくてはならない。それは，モデル（5．1）

においてGLSEのOLSEに対する優位性を主張

することと対応している。この節の以下の狙いは，

まず不変性原理に基づいて問題の’構造を明らかに

すること，次にSURモデル（5．2）の中で不変性

の見地から何らかの最適性をもつ検定が存在する

かどうかを問うこと，そして最後に第1方程式の

みのデータに基づく通常のF検定α＝1のとき

は6検定）はどのような最適性を保有しているか

をみることである。

　問題の構造を明らかにするため，標準形を求め
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よう。そのため

　　　　Nゴ＝右一葛（濁’濁）沈鴎’（ゴ＝1，2）

　　　　2Vo＝1－X（X’X）＋X’

（5。6）Eゴ＝x（x’x）＋x’一濁（濁’葛）一1濁’

　　　　　　　（ブ＝1，2）

　　　　γゴ＝rank　G【）一乃ゴ　　（ゴ＝1，2）

とおく。さらに耳ノ・をπ×γゴの行列で

　（5．7）　　　17ン17ン，＝・配ゴ，　11ンノ1ヨレ＝1γ，

を満たすもの，またし。をπXqoの行列で

　　　　　1VO＝LoLo’，　Lo’Lo＝1α。
　（5．8）

　　　　　90＝7L－rank（2【「）

を満たすものとする。そして

　　　　　Lゴ＝［L・，」瑚：η×9ゴ，
　（5．9）

　　　　　qゴ＝π一乃ゴ（ブ＝1，2）

とおく。このとき
　（5。10）　　　L〆1ンゴ＝1＝α，，　1ンゴL〆＝ハZゴ

が成立する。したがってL〆」鴎＝0であることに

注意して

　（5．11）

とおき，

（5．12）

P，ニ［葛（葛’葛）一1，Lゴ］：π×π

（ブ＝1，2）とおくと，

　　y’＝（己フ1，ひ2）：g2×2～ハτ（0，1F⑭」Σ）

砺（（葛’葛）一1葛’〃ゴ　Lo’〃ゴ　璃’〃ゴ）

燃…
　　　　モデルの標準形は

一類・一一

ただし

　911ニ

謝（4211」21242214222））

←（瓦’茎）一1σ12（瓦・急）一1急’あ（為’為　　　　　　σ22（名’島）一1）り

」212＝
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　　　偏（　0　　　σ12（－1’－12【2り【2）一1コ【「2’」砿①）一瓢）

亀一Qゼ聯）
となる。ここでγとCは独立である。このモデ

ルと仮説（5．5）の形から，加法群8治一‘×R碗を

（6112，δ22）に作用させることで，結局不変性の見

地からモデルは

　　　　　y～N（0，1⑭27）

　四一謝
　　　　　（：：堂1嘉蜘）

と縮約される。ただし

（5．15）

（X1’X1）4一
i認：）鼠．、

F2、’ニF12＝（E、、　E12）－1ノ丑：2

　　　　＝（Ell　E12）X、’H2瓦’E2

　　　　＝（E「、、．E、2）

　×［■r、L■r、’X2（2【2’－，）一1－2’］π2

1∫1’E2＝石r、’石r、、H、’石r2、H2’π2

　　篇丑1’［X（矛X）＋ーノ

　　　一X、（X1’淫「1）一1－1’

　　　一X、（－2り【2）一1』r2’

　　　＋■rl（X、り【、）一1．X、’2【2

　　　　×（x2’－2）一1x2’］π2

（5．14）のモデルでβ111＝0を検定する問題は，変

換

　　6111→α16111，砺→αμ乞，0乞→α勘　（∫＝1，2）

ただし

　　（α1，α2）∈（丑＊）2，E。＝｛劣∈El井0｝

のもとで不変である。この変換群のもとでWijs－

man（1967）の最大不変量の分布の表現定理を用い，

Eaton　a’nd　Kariya（1983）もしくはKariya（1981）

と同じ議論を用いると次の定理を得る。その証明

は紙幅の都合上省略する。

定理5．1　局所不変検定は存在しない。
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　したがって第1方程式のみに基づくア検定は

SURモデルの中では局所最良不変検定でもなく，

ましてや一様最強力不変検定でない。他方，それ

は仮説β111＝0のもとでパラメータに依存しない

相似検定である。上の状況は，（6、n，π、，ひ、）に加

えて追加的な情報（π2，02）をもっことがF検定の

最適性を損わしめていることを示している。決定

理論的にみて興味ある問題は，（1）（π2，ひ2）を用い

た（無意味でない）不偏検定が存在するか，（2）通

常のF検定は許容的であるか，という問題であ

る。ここではその問題を残したままにしておく。

　次に通常のF検定がSURモデル（1．1）の中で

最適性をもつ状況を考えよう。縮約モデル（5．14）

のeの分散行列において，もし
　（5．16）　　1へ2＝0，　1711ノ」醜＝0

ならば，ゐ坦，π1，π2は互いに独立になる。しかし

。、とひ2が相関をもっているため，必ずしもその

独立性だけではF検定の最適性を保証しないが，

（5．16）が成立する必要十分条件は

　（5．17）X2（X2’」【2）『IX2’及＝瓦

となることが容易に示され，このもとでは（5．6）

のR2が0，したがってH2＝0，それゆ之π2＝①

を得る。この揚合，（5．14）のモデルでβ111＝0を

検定する問題は，下三角正則行列群

　　｛孟一［1：謝睡≠・｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　しと直交群による作用

　　ゐ111→α11bl11，吻→α1μ1，γ→oyオ

のもとで不変となる。ただし0は90×90の直交

行列である。この群のもとでは結局ひ2が不変性

によって消去されてしまうので次の定理を得る。

定理5．2条件（5．17）のもとで，第1方程式のみ

に基づく通常のF検定は，SURモデルでの検定

問題（5．4）に対して一様最強力不変である。

　（5．17）の条件の特別の場合として，X1がX2

の部分行列

　　x2＝［－、，x3］

がある。Revankar（1974）では，1例として需要

関数と供給関数の誘導形があって，価格関数の方

や

賢
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隔
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